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PROGRAM MAGISTRSKEGA DELA

Razdaljno-regularni grafi majhnega premera

Delo naj predstavi klasicne druzine in klasifikacijo razdaljno-regularnih grafov
(glej Brouwer, Cohen in Neumaier ter Godsil). Glavni cilji so:

(a) seznam parametrov antipodnih razdaljno-regularnih grafov premera 4, ki
ustrezajo vsem znanim potrebnim pogojem,

(b) ocena stopnje antipodnih razdaljno-regularnih grafov premera 4 (glede na
stevilo vozlisc), glej domnevo v Jurisié (str. 54) oziroma Jurisi¢ in Koolen,

(c) ocena premera razdaljno-regularnega grafa (glede na stopnjo in glede na
stevilo vozlisc).

Izdela naj se tudi podroben dokaz faktorizacije determinante Toplitzove ma-
trike, glej Jurisi¢ (str. 116).

Literatura:
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Povzetek

V tem delu vpeljemo razdaljno-regularne grafe. Ogledamo si njihove klasi¢ne
druzine ter razvijemo osnovno teorijo, ki je potrebna za razumevanje in razisko-
vanje razdaljno-regularnih grafov. Posebej se posvetimo antipodnim razdaljno-
regularnim grafom. Glavni rezultat tega dela je izrek o zgornji meji za stopnjo
antipodnih razdaljno-regularnih grafov premera 4, izrazeni s Stevilom vozlisc
grafa. Dokazemo tudi Pyberjevo ter Hiraki-Koolenovo zgornjo mejo za premer
razdaljno-regularnih grafov.

Klju¢éne besede: razdaljno-regularni grafi, krepko regularni grafi, antipodni
razdaljno-regularni grafi, kvocientni grafi, asociativne sheme, toplitzove ma-
trike.

Abstract

In this thesis distance-regular graphs and their classical families are in-
troduced. We develop theory, needed for an understanding and research of
distance-regular graphs, with an emphasis on the antipodal distance-regular
graphs. The main result is a theorem, which gives an upper bound on the
valency of an antipodal distance-regular graph with diameter 4 in terms of
number of vertices. Also Pyber and Hiraki-Koolen upper bounds for diameter
of distance-regular graphs are proved.

Keywords: distance-regular graphs, strongly regular graphs, antipodal distance-
regular graphs, quotient graphs, association schemes, Toplitz matrices.

Math. subj. class (2000): 05 C 12, 05 C 25, 05 C 35, 05 C 50, 05 E 30
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Uvod

Rdeca nit in glavna tema pricujocega magistrskega dela so razdaljno-regularni
grafi. Na kratko so to tisti grafi, za katere je Stevilo vozlis¢, ki so za ¢ oddaljena
od izbranega vozlista = in za j od izbranega vozlisS¢a y, neodvisno od izbire
vozlis¢ z in y. Odvisno je le od razdalje med vozlis¢ema z in y.

Ze ob prvem srecanju z navedeno definicijo uvidimo, da je dokaj omejujoca.
Izkus$nje kazejo, da imajo grafi z velikim premerom, ki zadostoS¢ajo tej definiciji,
visoko stopnjo simetrije. Na prvi pogled bi celo dejali, da je takih grafov malo
in da so razmeroma nepomembni v teoriji grafov in drugih podro¢jih matem-
atike. Pa vendar se izkaze, da je razdaljno-regularnih grafov kar “precej”: od
zelo enostavnih kot so cikli in vseh pet Platonskih teles (tetraeder, kocka, ok-
taeder, ikozaeder in dodekaeder), do nekoliko bolj zapletenih, kot so hiperkocke,
krepko regularni grafi, Johnsonovi grafi, Hammingovi grafi, itd. Morda pa $e
bolj osupne dejstvo, da so ti grafi mo¢no povezani tudi z nekaterimi drugimi
podroc¢ji matematike. Najprej velja na tem mestu omeniti algebro in z njo
povezano Bose-Mesnerjevo algebro, ki pripada vsakemu razdaljno-regularnemu
grafu. Johnsonovi grafi so povezani s teorijo dizajnov, Hammingovi grafi pa
s teorijo kodiranja. Ne kaze pa pri tem pozabiti tudi na kon¢ne geometrije,
asociativne sheme, spektralno analizo, itd.

Teorija razdaljno-regularnih grafov je zelo obsirna in v njej je Se vedno zelo ve-
liko odprtih problemov. Pravzaprav se zdi, da vecina najbolj zanimivih odprtih
problemov iz teorije razdaljno-regularnih grafov ne bo $e tako hitro reSena. Eden
izmed teh je klasifikacija razdaljno-regularnih grafov. Pri¢ujoce magistrsko delo
je usmerjeno proti temu cilju.

Graf G premera d je neprimitiven, ¢e je za neko mnozico I C {0,1,...,d}, I #
0, I#{0},I+#{0,1,...,d}, relacija “imeti razdaljo v mnozici I” ekvivalen¢na
relacija na mnozici tock grafa G. Primeri neprimitivnih grafov so dvodelni
grafi (I = {0,2,...,2|d/2]}) ali pa antipodni grafi (I = {0,d}). Smith [29] je
pokazal, da so pri razdaljno tranzitivnih grafih stopnje £ > 2 dvodelni in an-
tipodni grafi edini neprimitivni grafi. Njegov rezultat pa so hitro razsirili tudi
na razdaljno-regularne grafe. Omejitev & > 2 ni prestroga, saj so razdaljno-
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12 UvOD

regularni grafi stopnje £ = 2 natanko cikli.

Iz neprimitivnih razdaljno-regularnih grafov lahko konstruiramo nove razdaljno-
regularne grafe. Naj bo G dvodelen razdaljno-regularen graf premera d > 2.
Najprej definirajmo graf G9: njegove tocke naj bodo kar tocke grafa G, dve
tocki pa naj bosta povezani, ¢e sta v grafu G na razdalji 2. Graf GG, ima ocitno
dve komponenti, ki sta nedvodelna razdaljno-regularna grafa premera [d/2].

Ce pa je graf G antipoden, potem mnozica njegovih tock razpade na ekvi-
valenéne razrede, torej na disjunktno unijo mnozic tistih tock, ki so medsebo-
jno na razdalji d. Tem ekvivalen¢nim razredom grafa G' pravimo tudi antipodni
razredi grafa G. Naj ima nov graf G (antipodni kvocient grafa () za mnozico
tock mnozico vseh antipodnih razredov grafa G. Dve tocki grafa G pa naj bosta
povezani natanko tedaj, ko ustrezna antipodna razreda vsebujeta sosednji tocki.
Dokazano je, da je graf G razdaljno-regularen graf premera |d/2], ki ni antipo-
den, ce je le d > 4.

Torej lahko iz vsakega neprimitivnega razdaljno-regularnega grafa s premerom
d > 4 dobimo primitiven razdaljno-regularen graf v najve¢ dveh korakih. Veliki
projekt klasifikacije razdaljno-regularnih grafov je zato naravno razdeljen v dve
fazi. Najprej klasifikacijo vseh primitivnih razdaljno-regularnih grafov, nato pa
za dan primitiven razdaljno-regularen graf G' poiskati vse antipodne in dvodelne
razdaljno-regularne grafe, ki nam po zgoraj opisanih postopkih dajo graf G.

Vsaka nova stvar, ki jo uspemo izvedeti o dvodelnih ali antipodnih razdaljno-
regularnih grafih je zato nov (¢eprav verjetno zelo majhen) kamenéek v mozaiku
klasifikacije razdaljno-regularnih grafov. Glavni rezultat magistrskega dela je
izrek, ki omejuje stopnjo antipodnega razdaljno-regularnega grafa G premera
4 ali 5 s Stevilom ekvivalen¢nih razredov tega grafa. Dokazana je namrec

neenakost
n—1
bl

k <

kjer je k stopnja grafa G, n pa §tevilo antipodnih razredov grafa G. Ta neenakost
nam med drugim pove, da je lahko samo eden od dveh komplementarnih krepko-
regularnih grafov antipodni kvocient nekega antipodnega razdaljno-regularnega
grafa.

Magistrsko delo je organizirano takole. V prvem poglavju bomo podali defini-
cijo in osnovne lastnosti krepko regularnih grafov. Netrivialni povezani krepko
regularni grafi so namre¢ natanko razdaljno-regularni grafi premera 2. V sed-
mem poglavju bodo krepko regularni grafi igrali osrednjo vlogo. To je dodaten
razlog, da jim namenimo posebno poglavje.



UVOD 13

V drugem poglavju si bomo poblize ogledali splosne razdaljno-regularne grafe.
Podali bomo njihovo definicijo, nasteli nekaj zgledov in dokazali nekaj njihovih
osnovnih lastnosti.

V tretjem poglavju bomo opisali klasi¢ne razdaljno-regularne grafe. Mednje
Stejemo 10 druzin razdaljno-regularnih grafov. Podali bomo konstrukcijo le-
teh, njihov premer in njihova presecna Stevila.

V cetrtem poglavju bomo govorili o ekvitabilnih particijah in kvocientnih grafih.
Ogledali si bomo povezave med lastnimi vrednostmi grafa G in lastnimi vrednos-
tmi njegovega kvocientnega grafa. Posebej se bomo posvetili tudi antipodnim
kvocientom.

V petem poglavju bo tekla beseda o asociativnih shemah, ki so posploSitev
razdaljno-regularnih grafov. Mnogo zanimivih izrekov o razdaljno-regularnih
grafih namre¢ lahko lazje dokazemo v kontekstu asociativnih shem.

V Sestem poglavju si bomo podrobneje ogledali lastne vrednosti in Kreinove
parametre razdaljno-regularnih grafov. Spoznali bomo povezave med lastnimi
vrednostmi ter Kreinovimi parametri antipodnega razdaljno-regularnega grafa
ter lastnimi vrednostmi in Kreinovimi parametri njegovega antipodnega kvo-
cienta.

V sedmem poglavju bomo dokazali glavni rezultat tega magistrskega dela. To
je neenakost, ki smo jo omenili ze tukaj v uvodu. Nakazali bomo tudi nekaj
moznosti za izboljSanje te neenakosti.

Osmo poglavje bo namenjeno e enemu odprtemu problemu iz podroc¢ja raz-
daljno-regularnih grafov, ki pa je tesno povezan s klasifikacijo le-teh. To je pre-
mer razdaljno-regularnih grafov. Dokazali bomo Pyberjevo in Hiraki-Koolenovo
zgornjo mejo za njihov premer.

V devetem poglavju bomo pristop, ki smo ga v Sestem poglavju uporabili
za dokazovanje izreka, ki govori o lastnih vrednostih antipodnega razdaljno-
regularnega grafa, uporabili za dokaz izreka o faktorizacij determinant Toplit-
zovih matrik, glej Jurisié¢ [18].

Sledi se deseto poglavje, v katerem so podane tabele presecnih Stevil antipodnih
razdaljno-regularnih grafov premera 4. Podobne tabele so podane ze v Brouwer,
Cohen in Neumaier [7] ter Jurisi¢ [18]. V tem delu so tabele zasnovane tako, da
so grafi razvrsceni po velikosti presecnega Stevila a; glede na stopnjo grafa.
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Poglavje 1

KREPKO REGULARNI
GRAFI

V tem poglavju bomo obravnavali krepko regularne grafe. Zanimivi so iz vec
razlogov, tu pa omenimo tri. Netrivialni povezani krepko regularni grafi so
natanko razdaljno-regularni grafi premera 2. Zaradi tega jih lahko definiramo
na lazji in bolj jasen nacin kot splosne razdaljno-regularne grafe. Zato krepko
regularni grafi predstavljajo “naraven” uvod v vsako razpravljanje o razdaljno-
regularnih grafih. Krepko regularni grafi so tudi najpreprostej§i netrivialni
primer asociativnih shem, katere bomo spoznali v petem poglavju. Izkaze se
namre¢, da so krepko regularni grafi ekvivalentni dvorazrednim asociativnim
shemam. Tretji razlog, da bomo krepko regularnim grafom namenili posebno
poglavje, pa je ta, da jih bomo zopet srecali v sedmem poglavju. Kot bomo
videli, so antipodni kvocienti antipodnih razdaljno-regularnih grafov premera 4
ali 5, katerim bo namenjeno sedmo poglavje, krepko regularni grafi.

V prvem razdelku poglavja bomo podali osnovne pojme in definicije iz teorije
grafov. V drugem bomo podali definicijo krepko regularnih grafov in navedli
nekaj njihovih lastnosti. Tretji razdelek je namenjen primerom krepko regu-
larnih grafov, v ¢etrtem pa bomo izracunali lastne vrednosti krepko regularnih
grafov in njihove veckratnosti.

1.1 Osnovno o grafih

Graf G = G(V, E) je sestavljen iz kon¢ne mnozice vozlis¢ V = V(G) in neke
mnozice dvoelementnih podmnozic mnozice V, ki jo oznatimo z E = E(QG).
Elemente mnozice E imenujemo povezave grafa G. Ce je e = {z,y} € E, potem
pravimo, da sta vozli§¢i z in y povezani, oziroma da sta sosednji. vozlis¢i x in

.....
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16 POGLAVJE 1. KREPKO REGULARNI GRAFI

Opomba: vcasih bomo malce nedosledni in bomo z rekli “graf” tudi objektom,
ki to ne bodo , namre¢ multigrafom. Ti imajo za razliko od “pravih grafov”
lahko tudi veckratne povezave in zanke.

Naj bo G = G(V, E) graf in x € V. Stopnja vozliscéa x je Stevilo vseh tistih
povezav grafa G, katerih krajisce je vozlisce x. Ocitno je stopnja vozlisca x
enaka Stevilu sosedov vozliséa z. Ce je stopnja vseh vozlisé grafa G enaka k,
potem je graf G regularen stopnje k.

Graf G je dvodelen, ¢e lahko mnozico njegovih vozlis¢ V' razbijemo na disjunktno
unijo dveh mnozic V; in V5, tako da med vozlis¢i znotraj mnozic Vi in V5 ni
nobenih povezav.

Poln grat K,, na n vozliscih je graf, katerega poljubno vozlis¢e je povezano z
vsemi ostalimi vozlis¢i. Graf K, je torej regularen graf stopnje n — 1. Poln
dvodelen graf K, , ima mnozico vozlis¢ V = {vy,...,v,} U {u1,...,up} in
mnozico povezav E = {{v;,u;}; 1 <i<n, 1<j<m}. Ce je n = m je Kom
regularen stopnje n.

Komplement grafa G je graf G, za katerega je V(G) = V(G). vozliséi z,y €
V(G),x # y, sta povezani v grafu G natanko tedaj, kadar nista povezani v
grafu G.

Sprehod v grafu G je zaporedje vozlis¢ x1,z,,...,x, grafa G, za katero velja
{z;,xi1} € E; 1 <i<mn-—1. Potv grafu G je sprehod v grafu G, za katerega
velja Se {z;,zit1} # {zj,xj1} zal <i < j < n—1 Vozliste z, je zacetek,
vozlis¢e x, pa konec poti. Graf G je povezan, ¢e za poljubni dve vozlis¢i z in y
grafa G obstaja pot z zacetkom v vozliscu z in koncem v vozliscu y. Razdalja
med vozliSéema z in y povezanega grafa G je dolZina najkrajse poti med z in y.
Oznaé¢imo jo z d(z, y). Premer povezanega grafa G je max{0d(z,y)|z,y € V(G)}.

Naj bo z vozlisce grafa G' in r nenegativno celo Stevilo. Mnozico vseh vozlisc
grafa G, ki so na razdalji r od vozli§éa z, bomo oznacevali z S, (z). Imenujemo
jo sfera s sredis¢em v vozlis¢u x in radijem r. Mnozico vseh prvih sosedov
vozlista = pa bomo e bolj na kratko oznacevali z S(z). Ce je stevilo 7 vegje od
premera grafa G, potem je S,(z) = () za vsako vozlisce z grafa G.

Grafa G1(V1, E1) in Gy(Va, Ey) sta izomorfna, ée obstaja bijektivna preslikava
f Vi — V,, za katero velja, da sta vozliscéi z, y € V; povezani natanko tedaj, ko
sta povezani vozliséi f(z), f(y) € Vo. Avtomorfizem grafa G je taka permutacija
f vozlisé grafa G, za katero velja, da je {z,y} € E(G) natanko tedaj, ko je
{f(2), f(y)} € E(G).

Naj bosta G = (V, E) in G' = (V', E') grafa. Ceje V' CVin E' C E, potem
je graf G’ podgraf grafa G. Ce je G' podgraf grafa G in e vsebuje vse povezave
xy € F, kjer sta z,y € V', potem je G’ inducirani podgraf grafa G.
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Matrika sosednosti A grafa G na n vozlis¢ih je matrika dimenzije n x n, ki je
definirana takole:

(A);; = 1 ce sta i-to in j-to vozlise povezani
Y 0 sicer

Lastne vrednosti matrike sosednosti A grafa G' imenujemo lastne vrednosti grafa

G.

Graf povezav grata G je graf H, ki ima za mnozico vozliS¢ mnozico vseh povezav
grafa G, kjer sta dve razliéni vozliséi grafa H povezani natanko tedaj, ko imata
v grafu G skupno krajisce.

1.2 Osnove krepko regularnih grafov

Definicija 1.2.1 Naj bosta A in p nenegativni celi Stevili in G regularen graf
za katerega velja:

(1) poljubni dve sosednji vozlisci grafa G imata natanko X\ skupnih sosed;
(2) poljubni dve nesosednji vozliséi grafa G imata natanko p skupnih sosed.

Potem pravimo, da je graf G krepko regularen.

Ce je G krepko regularen graf na n vozliséih stopnje k, in e sta A in p zgo-
raj opisani $tevili, potem bomo graf G na kratko oznacevali s srg(n, k, A, u1),
kjer je srg okrajsava za anglesko ime ‘strongly regular graph’. Stevilom n, k, A
in p pravimo parametri krepko regularnega grafa G. Toda pozor! Pri tem
se moramo zavedati pomembne pomanjkljivosti te okrajsave: krepko regularen
graf ni do izomorfizma natancno dolocen s svojimi parametri. Obstajajo namrec
neizomorfni krepko regularni grafi, ki imajo enake parametre. Tak primer sta
recimo dva neizomorfna krepko regularna grafa s parametri (16,6, 2, 2). Prvi je
tako imenovani mrezni graf Ly(4) (glej sliko 1.2), drugi pa je Shrikhandejev graf
(glej sliko 1.1). Inducirani podgraf mreznega grafa Ly(4), ki ga dolo¢ajo sosedje
poljubnega vozlisca u, je cikel dolzine 6. Inducirani podgraf Shrikhandejevega
grafa, ki ga dolocajo sosedje poljubnega vozlis¢a v, pa sta dva cikla dolzine 3.
Torej ta dva grafa ne moreta biti izomorfna.

O¢itno je, da mora veljati 0 < A < k—1in 0 < pu < k. Ce je u = 0, potem
je G unija polnih grafov enake velikosti. Ce je u = k, potem je G komplement
krepko regularnega grafa, ki ima p = 0. Torej je G v tem primeru komplement
unije polnih grafov enake velikosti, oziroma polni multipartitni graf. Ce je G
komplement unije ¢ polnih grafov velikosti m, potem za G uporabljamo oznako
Ktxm-
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Enostaven razmislek nam pove, da je tudi komplement krepko regularnega grafa
krepko regularen. Ce so (n,k, A, u) parametri krepko regularnega grafa G,
potem so parametri krepko regularnega grafa G enaki

(n,n—k—1,n—-2k+pu—2,n—-2k+ ).

Od tod dobimo Se dva potrebna pogoja za obstoj krepko regularnega grafa
srg(n, k, A, 1), namrec

n—2k+pu—2>0 in n—2k+2X>0.

Naslednji, nekoliko moc¢nejsi pogoj za obstoj krepko regularnega grafa s pa-
rametri (n, k, A\, u), pa dobimo takole. Vzemimo poljubno vozlisée = grafa G.
Ostala vozlis¢a razdelimo na dve disjunktni mnozici: mnozico sosed vozlis¢a
x in mnozico nesosed vozlis¢a x. Oznacimo ju zaporedoma z S(z) in A(z).
Po definiciji krepko regularnega grafa je vsako od k vozlis¢ iz mnozice S(zx)

je povezano z p vozliséi iz S(x). Ce prestejemo povezave z enim krajis¢em v
['(x), drugim pa v A(z) na dva razli¢na naé¢ina, dobimo

k(k—X—1)

k(k—A=1)=pn—-k—-1), oz. n=1+4+k+ .

(1.1)

Slika 1.1: Shrikhandejev graf je eden izmed dveh neizomorfnih krepko regularnih
grafov s parametri (16,6,2,2). Drugi je mrezni graf Lo(4) (glej sliko 1.2).
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1.3 Nekaj primerov krepko regularnih grafov
Navedimo nekaj najbolj enostavnih primerov krepko regularnih grafov.

e Zelo enostaven primer krepko regularnega grafa je pentagon oziroma pet-
cikel. To je srg(5,2,0,1)

e Unija m polnih grafov K, je o€itno tudi krepko regularen graf s parametri

(n,k, A\, p) = (nm,n—1,n—2,0).

e Komplement unije m polnih K, grafov je krepko regularen graf

srg(nm, (m — 1)n, (m — 2)n, (m — 1)n).

e Trikotniski graf T(m), m > 4, ima za mnozico vozlis¢ vse dvoelementne
podmnozice neke mnozice mo¢i m. Dve vozliséi sta povezani natanko
tedaj, ko nista disjunktni. Graf 7T'(m) je srg( (’g) ,2(m—2),m—2,4). Graf
T(5) je izomorfen verjetno najznamenitejSemu izmed krepko regularnih

grafov — Petersenovemu grafu. Petersenov graf je krepko regularen graf
srg(10, 3,0, 1). Trikotniski graf 7'(5) vidimo na sliki 1.2.

e Mrezni graf Lo(m), m > 2, ima za mnozico vozlis¢ mnozico S x S, kjer
je S mnozica moc¢i m. Dve vozlis¢i sta sosednji natanko tedaj, ko imata
skupno “koordinato”. Graf Ly(m) je srg(m?,2(m — 1), m — 2,2). Mrezni
graf Ly(4) vidimo na sliki 1.2.

Omenimo na tem mestu Se dve druzini krepko regularnih grafov, katerih po-
drobnejsi opis presega okvir tega poglavja. Prva druzina so krepko regularni
grafi dobljeni iz latinskih kvadratov (ang. ‘Latin square graph’). Vec o latinskih
kvadratih lahko bralec prebere v [24, Ch. 17], sami krepko regularni grafi, ki
jih dobimo iz latinskih kvadratov pa so opisani v [24, Example 21.7].

Druga druzina pa so krepko regularni grafi, ki so dobljeni kot blocni grafi
kvazisimetriénih dizajnov (ang. ‘block graph of quasisymmetric design’). Vet
o teoriji dizajnov bralec lahko poisc¢e v [24, Ch. 19], o blo¢nih grafih kvazisi-
metri¢nih dizajnov pa v [24, Thm. 21.2]. Omenimo le Se to, da so Steinerjevi
trojni sistemi (ang. ‘Steiner triple system’) tudi kvazisimetri¢ni dizajni (glej
[24, str. 205] za definicijo Steinerjevih trojnih sistemov).
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w

Slika 1.2: trikotniski graf T'(5) (levo) in mrezni graf Ly(4) (desno)

1.4 Lastne vrednosti krepko regularnih grafov

Naj bo G povezan krepko regularen graf s parametri (n, k, A, 1) in A njegova
matrika sosednosti. Z J oznac¢imo matriko, ki je sestavljena iz samih enic, z [
pa identi¢no matriko. Ker je G regularen graf stopnje k, velja

AJ = kJ. (1.2)

Ker pa je G tudi krepko regularen, in ker nam element (A?);; v A% pove Stevilo
sprehodov dolzine 2 od i-tega vozlisca do j-tega vozlisca, velja Se

A? = pu(J =1 —A)+ A +kI, oziroma A* + (u— N\)A+ (u—k)I = pJ. (1.3)

Enacba (1.2) nam pove, da je vektor j, ki je sestavljen iz samih enic lastni vektor
grafa G z lastno vrednostjo k. Naslednja lema nam pove, da je veckratnost te
lastne vrednosti enaka 1.

Lema 1.4.1 Naj bo G povezan reqularen graf stopnje k in V(G) = {v1,...,vn}.
Potem je

(1) veckratnost lastne vrednosti k enaka 1,
(11) za vsako lastno vrednost x grafa G velja |z| < k.

DoKAz. (i) Naj bo y = (y1,...,y,)! poljuben vektor, za katerega velja Ay =
ky, kjer je A matrika sosednosti grafa G. Naj bo y; tista komponenta vektorja
y, ki ima najvecjo absolutno vrednost. Ker je (Ay); = ky;, je

> yi = ky;,
5



1.4. LASTNE VREDNOSTI 21

kjer vsota tece po tistih £ indeksih 7, za katere je vozliS¢e v; sosednja vozliscu
vj. Zaradi maksimalnosti y; je zato za vse te indekse y; = y;. Ker je G povezan,
lahko na enak nacin postopek nadaljujemo z nekim y;, kjer je v; sosednje vozlisce
vozlis¢a v;. Torej so vse komponente vektorja y enake, vektor y pa je zato
veckratnik vektorja 7. To pa pomeni, da je veckratnost lastne vrednosti k
enaka 1.

(ii) Naj bo Ay = zy, y # 0, in naj bo y; enako kot prej komponenta vektorja
y z najvecjo absolutno vrednostjo. Kot prej imamo tudi tokrat

Z Yi = AYj,
i

in zato
Mgl = 1D wil <D lwil < kly;l,
i i
torej || < k. O

Vsak drug lastni vektor grafa G je zato pravokoten na vektor 3. Naj bo z
lastna vrednost lastnega vektorja y grafa G, ki je pravokoten na vektor j. Ce
na vektor y delujemo z enacbo (1.3), dobimo

2’y + (= Nay + (n—k)y =0,
oziroma ker je y # 0
2+ (p—Nz+ (u—k)=0.
Torej ima graf G samo Se dve lastni vrednosti 7 in s, ki sta enaki

A= pt /(A= p)?+4(k —p)
5 .

r,Ss =
Zaradi Vietovih pravil velja tudi
r+s=A—u rs=p—k. (1.5)
Naj bodo 1, f in g veckratnosti lastnih vrednosti k,r in s. Potem velja
1+ f4+g=n in tr(A)=k+ fr+gs=0.
Ce iz teh dveh enaéb izrac¢unamo f in g, dobimo naslednji enakosti:

(n =)= ) — 2
o i) 0
1 (n—=1)(p— M) — 2k

1 (O by ey ). -7)

f:%(n—l—i-

g:
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Opomba. V¢asih je prikladno, da imamo veckratnosti f in g izrazene z lastnimi
vrednostmi k, 7 in s. Tako dobimo
—k(s+1)(k—s) k(r+1)(k—r)

e A N

Ker sta veckratnosti f in g naravni Stevili, lahko odtod izlus¢imo naslednje de-
jstvo: Ce sta veckratnosti f in g razli¢ni, potem morata biti imenovalec ulomkov
v (6) in (7)

V=12 +4(k - p)
naravno $tevilo. Potem pa iz (1.4) sledi, da sta tudi lastni vrednosti r in s celi
Stevili.
Ce pa sta veckratnosti f in ¢ lastnih vrednosti 7 in s grafa G enaki, e torej velja
(n—1)(u—\) = 2k, potem graf G imenujemo konferenéni graf. Ce upostevamo
e enacbo (1.1), potem vidimo, da za parametre konferen¢nega grafa velja

Torej je 1+ (k—A—1)/p=21in p— A =11n od tod
A=p—1, k=2u, n=4p+1.

Konferencni grafi so torej natanko tisti krepko regularni grafi, ki imajo parame-
tre oblike (4p + 1,2, p — 1, p).



Poglavje 2

RAZDALJNO-REGULARNI
GRAFI

V tem poglavju bomo spoznali razdaljno-regularne grafe. Razdaljno-regularni
grafi so del ve¢je druzine objektov, ki jim pravimo asociativne sheme. Njim bo
v celoti namenjeno peto poglavje. Zaradi visoke stopnje simetrije, ki jo imajo
razdaljno-regularni grafi, sega njihov studij tako na podrocje teorije grafov in
kombinatorike, kot tudi na podrocje algebre. Prav zaradi tega lahko o njih
povemo dosti veé, kot o splosnih grafih. Vseeno pa je Se precej vprasSanj v zvezi z
njimi Se vedno odprtih. Med njimi tudi klasifikacija razdaljno-regularnih grafov.

V prvem razdelku bomo podali definicijo razdaljno-regularnih grafov, v drugem
pa navedli nekaj zgledov. V tretjem si bomo bolj podrobno ogledali presecna
Stevila razdaljno-regularnih grafov in dokazali nekaj njihovih lastnosti. V cetr-
tem razdelku bomo definirali razdaljne matrike razdaljno-regularnega grafa in
dokazali nekaj njihovih lastnosti. V petem razdelku pa bomo definirali neprim-
itivne in antipodne razdaljno-regularne grafe. Dokazali bomo Smithov izrek,
ki pravi, da je vsak neprimitiven razdaljno-regularen graf stopnje k£ > 2 bodisi
dvodelen bodisi antipoden.

2.1 Definicija razdaljno-regularnih grafov
Naj bo G graf s premerom d.

Definicija 2.1.1 Graf G je razdaljno-reqularen, ce je za poljubni vozlisci x,y
grafa G, ki sta na razdalji h, in za poljubni nenegativni celi stevili i in j, Stevilo

P (x,y) = [Si(z) N S;(y)]

odvisno samo od Stevil h, i in 7, ne pa od vozlis¢ x in y samih.

23



24 POGLAVJE 2. RAZDALJNO-REGULARNI GRAFI

Kadar torej govorimo o razdaljno-regularnih grafih, piSemo kar pz’-‘j namesto
h

pij (.Z‘, y)

Kot bomo videli pozneje, je za definicijo razdaljno-regularnih grafov dovolj za-
htevati ze samo to, da so Stevila p?j(:c,y) odvisna samo od razdalje med vo-
zliS¢ema x in y. Poleg tega pa je zaradi trikotniSke neenakosti — kateri zadosca
razdalja med dvema vozliséema v grafu — ocitno, da je p’ﬁj = 0, brz ko je
|h—j| > 1. Zato je smiselno uvesti naslednje oznake: a; :=pt, (0 < i < d), b; :=
Pl (0<i<d—1), ¢ :=pi | (1 <i<d). Posebej e definiramo ¢y = by = 0.
Stevilom a;, b; in ¢; , 0 < 7 < d, pravimo presecna Stevila razdaljno-regularnega
grafa G. Razdaljno-regularen graf je o¢itno regularen stopnje k£ = by

Intuitivno si razdaljno-regularen graf najlazje predstavljamo takole. Vzemimo
poljubno vozliste x grafa G in si oglejmo mnozice Sy(x), S1(z), ..., Sqa(z). Naj
bo y poljubno vozlisée iz mnozice S;(x), kjer je i med 0 in d. Od vozlis¢a y
lahko potekajo povezave samo do vozlis¢ v mnozicah S; 1, .5; in S;;;. Po defini-
ciji razdaljno-regularnega grafa pa od vsakega vozlisca iz S; poteka natanko
a; povezav do vozlisc, ki so tudi v S;, b; povezav do vozlis¢, ki so v S;1; in ¢
povezav do vozlis¢, ki so v 5;_1. Poleg tega so stevila a;, b; in ¢; neodvisna od
izbire vozlis¢a x. S tem je tudi osmisljena definicija Stevil ¢y in by.

Hitro lahko vidimo, da so povezani krepko regularni grafi ravno razdaljno-
regularni grafi, ki imajo premer 2. Ce so (n,k,\, i) parametri krepko regu-
larnega grafa GG, potem so njegova (netrivialna) prese¢na Stevila by = k,b; =
k—A—1,co=1,c0 = p,a1 = A\ag =k — p.

2.2 Primeri razdaljno-regularnih grafov
V tem razdelku bomo navedli nekaj primerov razdaljno-regularnih grafov.
e Trivialen primer razdaljno-regularnih grafov so cikli. Njihova presecna
stevila so {2,1,...,1;1,...,1,2} v primeru, ko imajo sodo dolzino, in
{2,1,...,1;1,...,1} sicer.

e Vseh pet platonskih teles (tetraeder, kocka, oktaeder, ikozaeder in do-
dekaeder), natanéneje njihovi 1-skeleti, so razdaljno-regularni grafi.

e Graf povezav Petersenovega grafa je razdaljno-regularen graf premera 3
(glej sliko 2.1).

e Johnsonovi grafi J(n,e). Naj bo X kon¢na mnozica z n elementi in
e naravno Stevilo. Johnsonov graf J(n,e) ima za mnozico vozlis¢ vse e-
elementne podmnozice mnozice X. Vozlis¢i a in b Johnsonovega grafa
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J(n,e) sta povezani natanko tedaj, ko je mo¢ mnozice a N b enaka e — 1.
Johnsonov graf J(n, e) ima premer d = min(e,n — €) in prese¢na §tevila

bi=(—i)(n—e—1i), =i, 0<i<d,

(glej Brouwer, Cohen in Neumaier [7, Thm. 9.1.2]). Johnsonov graf
J(n,2) je trikotniski graf T(n), ki smo ga ze predstavili v poglavju o
krepko regularnih grafih.

e Hammingovi grafi H(d,n). Naj bo X kon¢na mnozica moé¢i n > 2
in d naravno stevilo. Hammingov graf H(d,n) ima za mnozico vozlis¢
kartezicni produkt d kopij mnozice X. Dve vozlis¢i sta povezani natanko
tedaj, ko se razlikujeta v natanko eni koordinati. Premer Hammingovega
grafa H(d,n) je d, presetna Stevila pa so

(glej Brouwer et al. [7, Thm. 9.2.1]). Hammingov graf H(2,n) je v
drugem poglavju predstavljeni mrezni graf L(n).

e Naj bo d poljubno naravno $tevilo. Hammingov graf H(d,2) je d-kocka,
oziroma na kratko Q4. Z drugimi besedami lahko graf )4 opisemo takole:
Qg je direkten produkt d polnih grafov Ks. Graf Qs je cetverokotnik, graf
()3 pa obicajna kocka (1-skelet telesa kocka). Graf @, je torej razdaljno-
regularen graf premera d s prese¢nimi stevili

bi:d—i, Ci:i, OSZSd

2.3 Presecna Stevila razdaljno-regularnih
grafov

Naj bo G razdaljno-regularen graf in x njegovo poljubno vozlisée. S k;(x) bomo
oznacevali §tevilo vozlis¢ grafa G, ki so na razdalji 7 od vozlisca z, torej

ki(z) = |Si(z)].

Ker je ki(z) = pd(z,z) = p%, stevila k;(x) niso odvisna od vozliséa z. Zato
bomo pisali krajse: k;(x) = k;. V naslednji lemi bomo dokazali nekaj osnovnih
lastnosti Stevil a;, b;, ¢; in k; razdaljno-regularnega grafa G.
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Slika 2.1: Graf povezav Petersenovega grafa(levo) in Johnsonov graf J(6,3)
(desno). Za sliko Johnsonovega grafa J(6, 3) se zahvaljujem mag. Boben Marku.

Lema 2.3.1 Naj bo G povezan razdaljno-regularen graf premera d. Potem velja
(i) ki1bioy = kic; , 1 <0< d,
(i) a;i+b;+ci=by=k, 0<1i<d,
(1)) 1 =c; < ¢y <--- <y,
(v) k="by>by >--->bg_q >1,
(v) cejei+j <d, potem je c; < b;.

DokAz. Naj bo x poljubno vozlisce grafa G.
(i) Oba izraza, k;—1b;—; in k;c;, sta enaka Stevilu povezav, ki potekajo med
mnozicama S;_1(x) in S;(x).

(ii) Stevilo a; 4 b; +c; je ravno Stevilo povezav, ki potekajo iz poljubnega vozlisca
y € Si(z), 0 < i < d. Ker pa je G regularen stopnje by = k, je tocka (ii)
dokazana.

(iii) Ker je v mnozici Sp(x) samo eno vozlisce, je seveda ¢; = 1. Naj bo sedaj
y poljubno vozlisée iz S;;1(x) in z poljubno vozlisée iz S;(y) N S(z) (vsaj eno
tako vozlisée z sigurno obstaja). Naj bo w € S(y) NS; 1(z). Kratek razmislek
nam pokaze, da mora biti w € S;(z), torej S(y) N S;_1(z) C S;(x) N S(y). Toda

ci = |S(y) N Si1(2)] < [Si(z) N S(y)| = ciyr-

(iv) Da je zaporedje b; padajoce, pokazemo na podoben nacin kot v (iii).
Neenakost by 1 > 1 sledi iz povezanosti grafa G.
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(v) Naj bo y € Si(z) in z € S;1j(z) N S;(y) (vozlisée z sigurno obstaja, ker je
i+j <d). Kerje S;_1(z) N S(y) C Sj11(2) N S(y), je ¢i = |Si—1(x) N S(y)| <
|Sj+1(2) N S(y)| = b;. O

Posledica 2.3.2 Naj bo G povezan razdaljno-reqularen graf premera d. Potem
je

(Z) k‘z = (bobl---bi_l)/(clcg---c,-) za 1 S’LS d,
(it) cejei+j<din0<i<j, potem je k; <kj;.

Doxkaz. Tocka (i) je direktna posledica leme 2.3.1(i). Dokazimo Se tocko (ii).
Ce je i = j je trditev oCitna. Sicer pa imamo po tocki (i)

bi---bj_1 . b; ) bit1 _._bj—l

Cit1- "G4 C;i Cj- Cit+1

Po tocki (v) leme 2.3.1 so vsi ulomki b;ys/cj_s, 0 < s < j—1i—1 vedji ali enaki
1, torej je k; < k;. O

2.4 Razdaljne matrike razdaljno-regularnih
grafov

Zaceli bomo z definicijo razdaljnih matrik in razdaljnih grafov grafa G.

Definicija 2.4.1 (i) Naj bo G povezan graf na n vozliicih x1,...,x,. Nje-
gova r-ta razdaljna matrika A.(G), 0 < r < d, je n X n matrika, za katero
je

_J 1 0, zy) =,
(Ar)ij = { 0; sicer.
(i) Razdaljni graf G, , 0 < r < d, grafa G je graf na isti mnozici vozlisé, kot
graf G. Dve vozlis¢i sta v grafu G, povezani natanko tedaj, ko sta v grafu
G na razdalji r. Matrika sosednosti grafa G, je A.(G).

Opomba: Zaradi tehni¢nih razlogov je priroc¢no definirati e A_; = A4 = 0.

V naslednji lemi bomo nasteli nekaj bolj ali manj ocitnih lastnosti razdaljnih
matrik razdaljno-regularnega grafa G.
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Lema 2.4.1 Naj bo G povezan razdaljno-regularen graf premera d in Ag, . . ., Ag
njegove razdaljne matrike. Potem

(i) Ao =1, kjer je I identicna matrika;

(i1) Z;i:o A; = J, kjer je J matrika velikosti n x n sestavljena iz samih enic;
(iii) A, = AT, kjer je T oznaka za transponiranje;

(iv) AiA; =35 opkiAs

(v) AA; =bj_1Aj_1+ajAj+cipAjipn, 0<i<d.

Opomba: V tocki (v) zgornje leme vzamemo, da sta vrednosti b_; in ¢;1q
nedoloceni.

Doxkaz. Tocke (i), (ii) in (iii) so oc¢itne. Dokazimo sedaj tocko (iv). Naj bosta
7 in s vozliséi grafa G. Stevilo (A;A))rs je ravno Stevilo vseh tistih vozlis¢ grafa
G, ki so od r oddaljene 7, od s pa j. Teh vozliS¢ pa je po definiciji razdaljno-
regularnega grafa ravno p?j, kjer je h razdalja med r in s. Zato je (A;A;),s =

pzhj(Ah)m. Ker pa je (An)rs =0, Ce je m # h, je seveda A;A; = EzzopfjAg.

=

Tocko (v) leme dobimo, ¢e v (iv) vstavimo 7 = 1 in upostevamo, da je p}; =
ce je |lh—j| > 1. 0

Posledica 2.4.2 Naj bo G povezan razdaljno-reqularen graf premera d in
Ay, ..., Aq njegove razdaljne matrike. Potem je

h h h _ h—1 h h+1
Cit1Piq1j T Qi + bi—lpi—lj =DPij Ch T Pij0n + Djj by

DokAz. S pomocjo leme 2.4.1 (iv) in (v) na dva nacina izra¢unajmo (AA4;)A; =

d
Cit1Aiv1Aj + a; A + b1 A A = prj (cor1A041 + agAp+ bp_140-1).
=0

Naj bosta 7 in s vozliséi grafa G, ki sta na razdalji h. Ce primerjamo rs
komponento zgornje enacbe, dobimo ravno zahtevano enakost. 0

. h . . o . h o h . h o
Torej lahko pj',, ; rekurzivno izracunamo iz p;; in p;_;, zato so vsi p;; natantno
doloceni s prese¢nimi Stevili.
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2.5 Neprimitivni in antipodni razdaljno-regu-
larni grafi

Zaceli bomo kar z definicijama neprimitivnosti in antipodnosti.

Definicija 2.5.1 Razdaljno-reqularen graf G je primitiven, ce so vsi njeqovi
razdaljni grafi povezani. Sicer je graf G neprimitiven.

Znagcilen razred neprimitivnih razdaljno-regularnega grafa so dvodelni razda-
ljno-regularni grafi. Zanje je seveda razdaljni graf G5 nepovezan — razpade
namrec¢ na dve povezani komponenti. Podgrafa grafa GG, ki sta inducirana na
mnozici vozlis¢ teh dveh povezanih komponent oznac¢ujemo z Gt in G. V
angleski literaturi se je za ta dva grafa ustalilo ime ‘halved graphs of G’. V tem
delu jih bomo imenovali ‘polovi¢na grafa’, oziroma ‘polovicni graf od grafa G,
e sta izomorfna.

Se en razred neprimitivnih razdaljno-regularnih grafov so antipodni razdaljno-
regularni grafi.

Definicija 2.5.2 Graf G s premerom d je antipoden, ce je relacija ‘biti na
razdalji 0 ali d’ ekvivalenéna relacija na mnoZici njegovih vozlisé.

Ocitno je, da s simetri¢nostjo in refleksivnostjo zgornje relacije nikoli ni tezav.
Edina netrivialna zahteva je torej tranzitivnost relacije. Z drugimi besedami
lahko recemo takole: graf G s premerom d je antipoden, ¢e za poljubna tri
njegova vozlisca x,y in z velja

d(z,y) =d in O(y,z) =d = 0(z,2)=d.

Primeri antipodnih razdaljno-regularnih grafov so recimo kocke in graf povezav
Petersenovega grafa.

Ce je G antipoden graf premera d > 2, potem je njegov razdaljni graf Gy o¢itno
nepovezan. Torej so antipodni razdaljno-regularni grafi neprimitivni.

Izkaze pa se, da obstajata samo dve vrsti neprimitivnih razdaljno-regularnih
grafov. Naslednji izrek nam namre¢ pove, da so neprimitivni razdaljno-regularni
grafi ravno dvodelni in antipodni razdaljno-regularni grafi. Izrek je prvi dokazal
Smith v [29], vendar samo za razdaljno-tranzitivne grafe (to so povezani grafi,
za katere velja, da njihova grupa avtomorfizmov deluje tranzitivno na mnozici
parov vozlis¢ oblike {(z,y);0(z,y) = i}, kjer je ¢ poljubno naravno Stevilo ali
0). Njegov dokaz pa se da brez tezav razsiriti tudi na razdaljno-regularne grafe.
Tukaj bomo dokaz povzeli po Godsil [15].
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Izrek 2.5.1 Naj bo G povezan razdaljno-regularen graf premera d in stopnje
vsaj 3. Ce je G neprimitiven, potem je dvodelen ali antipoden.

Opomba 1: Lahko se zgodi, da je graf G dvodelen in antipoden hkrati. Tak
primer so recimo kocka @,.

Opomba 2: Ce je stopnja razdaljno-regularnega grafa G enaka 2, potem je G
cikel. Ce je dolzina cikla G' enaka n, potem je (G, nepovezan natanko takrat,
ko je m delitelj Stevila n, razlicen od 1 in n.

DokAz. Rekli bomo, da vozliséa x, y, z grafa G dolo¢ajo (4, j, k)-trikotnik, e je
O(z,y) =1, 0(y,2) = j, O(z,2) = k.

Ce v grafu G obstajata dve vozliséi « in y, ki sta na razdalji 7 in dolocata
nek (i, j, k)-trikotnik, potem po definiciji razdaljno-regularnega grafa vsak par
vozlis¢, ki je na razdalji 4, dolo¢a nek (i, , k)-trikotniku.

Naj bo sedaj G' neprimitiven graf premera d, za katerega je GG, nepovezan.
Dokazali bomo, da je v tem primeru graf G dvodelen, ali pa je d = 2. Vzemimo
najprej, da je a; = 0 (kar pomeni, da v grafu G nimamo ciklov dolzine 3).
Naj bo C cikel lihe dolzine vecje od 3. Potem vsa vozlisca tega cikla lezijo v
isti povezani komponenti grafa G,, ki jo ozna¢imo z A. To pa pomeni, da A
vsebuje dve vozlisci x in y grafa G, ki sta sosednji v grafu G. Ker so vsi sosedje
vozlis¢a y, razen samega vozlis¢a x, na razdalji 2 od vozli§¢éa x, so v A tudi vsi
sosedje vozlisca y. Ker pa je graf G povezan, so potem v A kar vsa vozlisca
grafa G, kar pa je protislovje. Graf G torej ne vsebuje ciklov lihe dolzine in je
zato dvodelen.

Sedaj pa predpostavimo, da je a; > 0 in d > 3. Torej v grafu G obstajata
vozliséi x in w, ki sta na razdalji 3. Naj bo (z,y, z, w) pot dolzine 3 med z in
w. Ker je a; > 0, obstaja vozlisce v, ki je skupna soseda vozlis¢ x in y. Vozlisce
v seveda ni povezano z vozlis¢em w, sicer bi imeli 0(z, w) = 2. Ce vozlisée v
ni povezano z vozliséem z, potem vozliséa z, v in z dolo¢ajo (2,2, 1)-trikotnik.
Torej poljubni dve povezani vozlis¢i grafa G dolocata nek (2,2, 1)-trikotnik in
zato lezita v isti komponenti A grafa G'5. Ker pa je graf G’ povezan, od tod sledi,
da A vsebuje vsa vozliséa grafa G. Protislovje! Ce pa je vozlisée v povezano
z vozli§éem z, potem pa vozliséa y,v in w dolo¢ajo (2,2, 1)-trikotnik. Na isti
nacin kot prej pridemo do protislovja tudi v tem primeru.

Privzemimo sedaj, da je za neko naravno Stevilo r, 2 < r < d, graf GG, nepove-
zan, graf G5 pa je povezan. Dokazali bomo, da je v tem primeru k£ < 2, kar pa
je v protislovju s predpostavko izreka. Naj bo x vozlisce grafa G' in vzemimo,
da obstajata dve sosednji vozlisci, ki sta obe na razdalji r od vozlis¢a z. To
bi pomenilo obstoj (r,r, 1)-trikotnika, kar pa pomeni, da poljubni dve sosednji
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vozliséi grafa G dolocata nek (r, r, 1)-trikotnik. Ker pa so vsa tri vozliséa (r, r, 1)-
trikotnika vsebovane v isti povezani komponenti A grafa G, in ker je graf G
povezan, je to v protislovju z nepovezanostjo grafa G,. Torej mora v tem
primeru veljati, da graf G ne vsebuje (r,r, 1)-trikotnikov, oziroma a, = 0.

Vzemimo, da graf G vsebuje (r,r,2)-trikotnik, torej da za poljubni dve vozlisci
grafa G, ki sta na razdalji 2 v grafu G, obstaja vozlisce z, ki je na razdalji r od
obeh. To bi pomenilo, da sta poljubni dve vozlis¢i grafa G, ki sta na razdalji
2, v isti povezani komponenti A grafa G,. Ker je po predpostavki G5 povezan,
komponenta A vsebuje vsa vozlisca grafa G, kar pa je protislovje. Graf G torej
ne vsebuje (r,r, 2)-trikotnikov.

Naj bo sedaj = vozlisce grafa G. Oglejmo si sedaj presecno Stevilo ¢,;1. Ker
jer < d, je cry1 > 0. Ce je ¢,01 > 2, potem obstajata vozliséi y, z € S,(z),
za kateri je 0(y, z) = 2. Vozlis¢ z,y, z v te primeru dolocajo (r,r,2)-trikotnik.
Protislovje! Zato je ¢,41 < 2. Po lemi 2.3.1 (iii) je tudi ¢, < 2. Na podoben
nac¢in dobimo (r,r,2)-trikotnik tudi pri predpostavki b,_; > 2. Torej b,_; < 2
in po lemi 2.3.1 (iv) je tudi b, < 2. Ker pa smo dokazali, da je a, = 0, imamo
po lemi 2.3.1 (ii)
k=a,+b+c. <2,

kar pa je v protislovju s predpostavko izreka.

Ogledati si moramo torej samo Se primer, ko je Gy nepovezan, grafi G, pa so
povezani za r < d. Naj bo spet x poljubno vozlis¢e grafa G. Vozliséi y, z
naj bosta na razdalji d od vozlis¢a z, njuna medsebojna razdalja pa naj bo
s. Vozlista x,y, z torej dolo¢ajo (d,d, s)-trikotnik, zato sta vozliséi y in z v
isti povezani komponenti A grafa G4. Naj bo s < d. Poljubni dve vozlisci
grafa G, ki sta na razdalji s, sta vsebovani v nekem (d, d, s)-trikotniku. Ker
je po predpostavki graf Gy povezan, vsebuje graf G, vsa vozlisca grafa G -
protislovje. Torej je s = d in graf G je antipoden. 0



32

POGLAVJE 2. RAZDALJNO-REGULARNI GRAFI



Poglavje 3

KLASICNI RAZDALJNO-
REGULARNI GRAFI

V tem poglavju bomo obravnavali in si podrobneje ogledali druzine klasiénih
razdaljno-regularnih grafov. S tem bomo dobili obéutek, kaj vse zdruzuje teorija
razdaljno-regularnih grafov.

Klasic¢ni razdaljno-regularni grafi so tisti razdaljno-regularni grafi, katerih pre-
seCna Stevila ustrezajo skupni parametrizaciji (glej [7, sec. 6.1]). Po Van Bon
in Brouwer [5] so klasi¢ni razdaljno-regularni grafi naslednji: Johnsonovi grafi,
Hammingovi grafi, Grassmannovi grafi, dualni polarni grafi, grafi bilinearnih
preslikav, grafi alternirajoc¢ih bilinearnih preslikav, grafi hermitskih preslikav,
grafi kvadrati¢nih form, grafi tipa E7 in afini grafi tipa Es. Ker smo Johnsonove
in Hammingove grafe predstavili ze v prejsnjem poglavju, bomo njihov opis v
tem poglavju izpustili.

Podali bomo samo osnovne informacije o klasi¢nih razdaljno-regularnih grafih.
Vet o njih si bralec lahko prebere v Brouwer et al. [7, Ch. 9], kjer so tudi dokazi
izrekov, ki so tukaj navedeni.

V tem poglavju bomo z GF(q)" oznacevali n-dimenzionalen vektorski prostor
nad konénim obsegom GF'(q), kjer je ¢ potenca prastevila.

3.1 Grassmannovi grafi

Naj bo ¢ potenca prastevila, in naj bo e < n naravno Stevilo. Naj bo G
graf, ki ima za mnozico vozlis§¢ mnozico vseh linearnih podprostorov prostora
GP(q)", ki imajo dimenzijo e. Dve vozli§éi (podprostora) X in Y sta povezana
natanko takrat, ko je dimenzija preseka X NY enaka e — 1. Grafu G pravimo
Grassmannov graf e-dimenzionalnih podprostorov prostora GP(q)™.
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Izrek 3.1.1 (Thm. 9.3.3, [7]) Naj bo G Grassmannov graf e podprostorov
prostora GP(q)". Potem je graf G razdaljno-regularen graf s premerom d =
min (e,n — e). Presec¢na Stevila grafa G so

o c =1 =1 ¢ -1
q q

7 Grassmannovimi grafi so povezani tudi tako imenovani dvojni Grassmannouvi
grafi. Naj bo m naravno Stevilo in V' vektorski prostor dimenzije 2m + 1 nad
konénim obsegom GF(q). Dvojni Grassmannov graf ima za mnozico vozlis¢
mnozico vseh m in (m + 1) -dimenzionalnih linearni podprostorov prostora V.
Vozliséi (podprostora) X in Y grafa G sta povezani natanko takrat, ko sta
razlicniin je X C Y ali Y C X.

Izrek 3.1.2 (Thm. 9.3.11, [7]) Naj bo G zgoraj opisani dvojni Grassmannov
graf. Potem je G dvodelen razdaljno-reqularen graf premera d = 2m + 1 s
presecnimi Stevili

g =1 ¢ -1
boj = boji1 =¢ (1—71, C2j+1 = Co(j+1) =

m

bom = q", Com+1 = .
qg—1

3.2 Dualni polarni grafi

Naj bosta ¢ in r pa potenci prastevila, V' pa eden od naslednjih prostorov,
opremljen z ustrezno formo:

a) GF(q)? z nedegenerirano simplekti¢no formo,

b) GF(q)**! z nedegenerirano kvadrati¢no formo,

¢) GF(q)* z nedegenerirano kvadratiéno formo Wittovega indeksa d,
d) GF(q)**? z nedegenerirano kvadrati¢no formo Wittovega indeks d,
e) GF(q)?**! z nedegenerirano hermitsko formo (q = r?),

f) GF(q)* z nedegenerirano hermitsko formo (g = r?).
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Nekaj ve¢ znanja o teh prostorih in njihovih formah lahko bralec dobi v Artin
[1] in Dieudonne [10].

Podprostor prostora V' bomo imenovali izotropicen, kadar je forma na njem
povsod enaka 0. Maksimalni izotropi¢ni podprostori imajo dimenzijo d. Du-
alni polarni graf prostora V ima za mnozico vozliS§¢ mnozico vseh maksimalnih
izotropi¢nih podprostorov prostora V. Dve vozli§”i (podprostora) X in Y sta
povezani natanko takrat, ko je dimenzija preseka X NY enaka d — 1.

Izrek 3.2.1 (Thm. 9.4.3, [7]) Naj bo V' eden od zgoraj nastetih prostorov in
naj bo e = 1,1,0, 2, %,% glede na to, ali je V iz tocke a), b), ¢), d), e) ali
f). Naj bo G dualni polarni graf prostora V. Potem je G razdaljno-regularen s
premerom d in presecnimi Stevili

e 1 ¢ —1 .

=1 cj = (0<j<d).

bj:q

3.3 Grafi bilinearnih preslikav

Naj bosta d in e naravni tevili, ¢ potenca prastevila ter V = GF(q)¢ in W =
GF(q)¢. Vektorski prostor B naj bo vektorski prostor vseh bilinearnih preslikav
iz V. xW v GF(q). Vektorski prostor B je izomorfen vektorskemu prostoru vseh
linearnih preslikav iz V @ W v GF(q) in ima dimenzijo d - e. Nicelni prostor
bilinearne preslikave f € B v V je definiran kot {v € V; f(v,W) = 0}. Rang
bilinearne preslikave f € B pa definiramo kot kodimenzijo vsakega od njenih
ni¢elnih prostorov (v V in W).

Naj bo graf G definiran takole. Mnozica njegovih vozlis¢ naj bo kar mnozica
vseh bilinearnih preslikav iz prostora B. Dve bilinearni preslikavi f in g sta
povezani natanko takrat, ko je rang preslikave f — g enak 1.

Graf G lahko definiramo tudi takole. Njegova vozlis¢a naj bodo kar vse matrike
dimenzije d X e nad konénim obsegom G F'(q). Dve matriki sta povezani natanko
takrat, ko je rang njune razlike enak 1.

Izrek 3.3.1 (Thm. 9.5.2, [7]) Naj bo G graf bilinearnih preslikav in naj bo
d < e. Potem je G razdaljno-reqularen graf premera d s presecnimi Stevili

qe—j -1 ': qj—lqj -1

by =¢”(¢"7 1) s 1 (0<is<d
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3.4 Grafi alternirajocih bilinearnih preslikav

Naj bo n naravno stevilo, ¢ potenca prastevila in V' = GF(q)". Naj bo A
vektorski prostor vseh alternirajocih bilinearnih preslikav iz V' x V v GF(q).
Torej f € A natanko tedaj, ko je f bilinearna in ko velja f(x,z) = 0 za vsak = €
V. Vektorski prostor A ima dimenzijo n(n—1)/2. Definirajmo rang alternirajoce
bilinearne preslikave f € A kot dimenzijo naslednjega kvocientnega vektorskega

prostora:
Rk(f) = dim (V/Rad(f)),

kjer je radikal preslikave f definiran kot
Rad(f) ={z € V| f(z,y) =0za vsak y € V'}.

Graf G alternirajocih bilinearnih preslikav prostora V' ima za mnozico vozlis¢
vse preslikave prostora A. Dve vozliséi (preslikavi) f in g sta povezani natanko
takrat, ko je rang njune razlike enak 2.

Graf G lahko definiramo tudi s pomocjo poSevno-simetricnih matrik. Matrika
M poievno-simetriéna natanko tedaj, ko velja M?T = —M. Za mnozico vo-
zlis¢ grafa G vzemimo kar vse poSevno-simetricne matrike dimenzije n X n nad
GF(q), dve matriki pa naj bosta povezani natanko tedaj, ko ima njuna razlika
rang 2.

Izrek 3.4.1 (Thm. 9.5.6, [7]) Naj bo V = GF(q)" in G graf alternirajocih
bilinearnih preslikav prostora V. Potem je G razdaljno-reqularen graf premera
[n/2], njegova preseéna Stevila pa so

R 45( . ,n—25 n—25—-1 _ 2

¢ = g7 (¢ = 1)/(¢* = 1)
[l
3.5 Grafi hermitskih preslikav
Naj bo n naravno §tevilo, r potenca prastevila in ¢ = r2. Dalje naj bo

V = GF(¢)" in H n?-dimenzionalen vektorski prostor nad GF(r) vseh Her-
mitskih preslikav na V. Torej je f € H natanko tedaj, ko je f(z,_) linearna za
vsak x € V in je f(y,z) = f(z,y) za poljubna z,y € V.

Graf G hermitskih preslikav prostora V' definiramo takole. Njegova vozlis¢a
so vse hermitske preslikave na V. Dve vozliséi (preslikavi) f in g sta povezani
natanko tedaj, ko je rang njune razlike enak 1. Pri tem je rang preslikave defini-
ran na enak nacin kot v razdelku o grafih alternirajocih bilinearnih preslikav.
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Tudi v tem primeru lahko graf G definiramo s pomoc¢jo matrik. Za mnozico
vozlis¢ grafa G' lahko vzamemo kar mnozico vseh hermitskih matrik dimenzije
n x n nad GF(q). Dve matriki sta povezani natanko tedaj, ko je rang njune
razlike enak 1.

Izrek 3.5.1 (Thm. 9.5.7, [7]) Naj bo G graf hermitskih preslikav prostora
V = GF(q)", kjer je n naravno stevilo, ¢ = v in r potenca prastevila. Potem
je G razdaljno-reqularen graf premera d = n, njegova presecna Stevila pa so

" — ¢ ri ! = (=1)))
= C: =

b; =
J r+1" 7 r+1

, 0<7<d.

3.6 Grafi kvadraticnih form

Grafe kvadratiénih form je prvi konstruiral Egawa [12], izrek ki govori o prese-
¢nih §tevilih in premeru grafa simetri¢nih bilinearnih preslikav pa bralec lahko
najde v [7, Thm. 9.6.3].

Naj bo spet V. = GF(q)", kjer je n naravno $tevilo in ¢ potenca prastevila.
Kvadrati¢na forma prostora V je preslikava v : V' — GF(q), za katero velja

Y(az) = a*y(z)
za vsak a € GF(q) in vsak z € V in za katero je

By =v(+y)—7(@@) -y (z,yeV)

simetri¢na bilinearna preslikava. Naj bo () vektorski prostor vseh kvadrati¢nih
form prostora V. Vektorski prostor () ima dimenzijo n(n + 1)/2. Radikal
kvadrati¢ne forme 7 definiramo takole:

Rad(y) = {z € Rad(B,)|y(z) =0} = {z € V|7(y) = v(x +vy) za vsak y € V}.

Rang kvadrati¢ne forme « pa naj bo dimenzija kvocientnega prostora V/Rad(7).
Graf G kvadrati¢nih form prostora V ima za mnozico vozlis¢ mnozico @), torej
vse kvadraticne forme na prostoru V. Dve vozliséi (kvadraticni formi) v in ¢
sta povezani natanko tedaj, ko je rang njune razlike enak 1 ali 2.

Izrek 3.6.1 (Thm. 9.6.3, [7]) Naj bo G graf kvadrati¢nih form prostora V =
GF(q)". Potem je G razdaljno-regularen graf premera d = [(n + 1)/2], njegova
presecna Stevila pa so

bj — q4j(qn—2j+1 _ 1)(qn—2j _ 1)/(q2 . 1) '
G = P ) | 0sisa
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3.7 Afini grafi tipa Fjs

Naj bo ¢ potenca prastevila in GF(q) koncen obseg. S K oznac¢imo 27-di-
menzionalen vektorski prostor nad obsegom GF(q), ki je sestavljen iz urejenih
trojk & = (zW, 2 2®), kjer je 29 matrika dimenzije 3 x 3 s koeficienti iz
GF(q), (i = 1,2,3). Ta vektorski prostor opremimo z naslednjo simetri¢no
kubic¢no formo:

Dt(z) = det 2V +det 22 + det &) —tr(zWzPz®) & = (2, 2® 2®) € K.

Naj bo G graf, katerega vozliS¢a so elementi vektorskega prostora K. Vozlisci
x in y grafa G naj bosta povezani natanko tedaj, ko je

Dt(2(x —y) + z) — Dt(2(x — y)) — 2Dt(x — y + z) + 2Dt(x —y) + Dt(2) =0
za vsak z € K. Graf G se imenuje afini graf tipa Eg nad obsegom GF(q).

Izrek 3.7.1 (Thm. 10.8.1, [7]) Naj bo G afini Eg graf nad obsegom GF(q).
Potem je G razdaljno-reqularen graf premera 3, njegova preseéna Stevila pa so

{(qu—l)(qg—l) q12—1}.

-1 (¢ + 1) = 1),¢ (g = 1); 1,6 (¢" + 1), q8q47_1

O

Grafi tipa E7 so grafi Lievega tipa. Ker opis teh grafov presega okvir tega
poglavja, jih tukaj ne bomo opisali. Bralec se lahko z grafi Lievega tipa seznani
v Brouwer et al. [7, Sec. 10.6].



Poglavje 4

EKVITABILNE PARTICIJE IN
ANTIPODNI KVOCIENTI

Konstrukcija kvocientnega grafa je v teoriji grafov pomemben in koristen posto-
pek. Z njo lahko iz “velikega” grafa G' dobimo graf, ki ima marsikaj skupnega z
grafom GG. Ker pa je kvocientni graf manjsi od originalnega grafa G, pridemo do
informacij o skupnih lastnostih dosti lazje s Studiranjem kvocientnega grafa, kot
pa grafa GG. Tak primer je recimo racunanje lastnih vrednosti grafa. Vzemimo
naprimer graf povezav Petersenovega grafa. Namesto da bi njegove lastne vred-
nosti racunali kot lastne vrednosti matrike dimenzije 15 x 15, je dovolj, da
izracunamo lastne vrednosti matrike dimenzije 4 x 4.

Obstaja ve¢ moznih nacinov definicije kvocientnega grafa. V tem poglavju bomo
opisali konstrukcijo s pomocjo ekvitabilne particije vozlis¢ grafa G. V prvem
razdelku bomo definirali ekvitabilno particijo in z njo povezan kvocientni graf.
V drugem razdelku si bomo ogledali, v kaksni povezavi so lastne vrednosti in
lastni vektorji grafa G in njegovega kvocienta. V tretjem razdelku bomo defini-
rali krovne grafe, v Cetrtem pa poseben primer kvocientnega grafa — antipodni
kvocient.

Vecina tega poglavja je povzeta po 5. poglavju Godsilove knjige [15].

4.1 Ekvitabilne particije in kvocientni grafi

Zaceli bomo z definicijo ekvitabilne particije mnozice vozlis¢ grafa H.

Definicija 4.1.1 Particija 7 = {C1,Cy,...,C.} mnoZice vozlii¢ grafa H je
ekvitabilna, ce je za poljubni stevili 1,7 , 1 < 1,7 < r, Stevilo sosedov, ki jih
ima vozlisce iz mnozice C; v mnoZict Cj, neodvisno od izbire vozlisca iz mnoZice
C;. Stevilo sosedov, ki jih ima vozliiée iz mnozice C; v mnoZici Cj, oznacimo s

Cij-
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Primer 1: Naj bo H poljuben graf in Aut(H) grupa njegovih avtomorfizmov.
Orbite grupe Aut(H) dolocajo particijo vozlisé grafa H. Ce vozlisé u in v
pripadata isti orbiti, potem obstaja f € Aut(H), tako da je f(u) = v. Ker
f preslika vsako orbito samo nase in ker ohranja sosednost, imata u in v isto
Stevilo sosed v vsaki orbiti. Torej je particija vozlis¢ grafa, ki je dolo¢ena z
orbitami njegove grupe avtomorfizmov, ekvitabilna.

Primer 2: Naj bo H graf s premerom d in u neko njegovo vozlisce. Razdaljna
particija vozlisé grafa H glede na vozlisée u je particija {Cy,...,Cy} vozlisé
grafa H, za katero velja

Ci={veV(H); o(u,v) =i}

Ce je graf H razdaljno-regularen, potem je razdaljna particija glede na vsako
njegovo vozlisce ekvitabilna. Velja namrec

Cii—1 = C;, Cjg = Q; , Cijq1 = b;

in ¢;; = 0 sicer. Pri tem so ¢;, a;, b; preseCna Stevila grafa H.

Naj bo H graf in # = {C},...,C,} ekvitabilna particija njegovih vozlis¢. Naj
bo ¢;; Stevilo sosedov, ki jih ima poljubno vozliS¢e iz mnozice C; v mnozici Cj.

Definicija 4.1.2 Naj bo H graf in w ekvitabilna particija njegovih tock. Njegov
kvocientni graf glede na particijo 7, ki ga oznaéimo s H/w, je usmerjen multi-
graf z mnozico vozlisé V(H/m) = {C, ..., C.}, kjer od vozlis¢a C; do vozliséa
C; poteka c;; usmerjenih povezav.

Kvocientni graf ima v sploSnem lahko veckratne povezave in zanke. Njegova
matrika sosednosti je matrika dimenzije r X r, katere ¢j-ti element je c;;.

Primer: Naj bo H Petersenov graf in 7 = {C, C}, Cs} razdaljna particija nje-
govih vozlisc. Ker je Petersenov graf krepko regularen, in s tem tudi razdaljno-
regularen, je particija m ekvitabilna. Kvocientni graf H/7 je usmerjeni graf na
treh vozliséih: V(H/m) = {Cy, C1,Cy}. Od vozliséa Cy do vozliséa C; potekajo
tri povezave, od C; do Cy pa ena. Od C; do Cs potekata dve povezavi, od Cy do
C ena povezava. Poleg tega sta pri vozliS¢u Cs $e dve zanki. Njegova matrika
sosednosti je

S = O
— o W
NN O
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4.2 Lastne vrednosti in lastni vektorji

V tem razdelku bomo opisali povezavo med lastnimi vrednostmi in lastnimi vek-
torji grafa in njegovega kvocienta. Karakteristiéna matrika P = P(m) particije
m ={Cy,...,C,} mnoZice {z1,...,x,} z n elementi, je n X r matrika, za katero
je

1; z; € Cj

(P = { 0; i ¢ Cj

Lema 4.2.1 Naj bo 7 particija vozlis¢ grafa H in P njena karakteristicna ma-
trika. Ce je m ekvitabilna, potem je

A(H)P = PA(H/x).

Obratno: particija © je ekvitabilna samo ce obstaja taka matrika B, da je

A(H)P = PB.

DokAz. Naj bo 7 particija vozlis¢ grafa H in naj bo A = A(H). Element
:j matrike AP je enak Stevilu vozlis¢ iz mnozice C;, ki so sosednje vozliscu
i grafa H. Ce je particija m ekvitabilna, potem je to Stevilo odvisno samo
od mnozice particije m, v kateri ¢ lezi. Torej so tiste vrstice produkta AP,
ki pripadajo vozliséem, ki lezijo v Cy, enake (ci1,c19,...,¢1,), tiste vrstice, ki
pripadajo vozlis¢em iz Cy, so enake (co1, Coo, .. ., Cor), in tako naprej. Sedaj pa
ni tezko videti, da je AP = PB, kjer je (B);; = cij.

Cy particije 7. Naj bo Cj poljubna mnozica particije 7. Vozlis¢e i ima (AP)
sosedov v Cy, vozlis¢e j pa (AP),;. Ker pa je (AP)iy = (PB)i in (AP)j; =
(PB)jk, je
(AP)it = _ Piabar = bex
a=1
in .
(AP)jk =) Piabar = bex-

a=1

da je particija m ekvitabilna. 0

Definicijo ekvitabilne particije lahko prevedemo neposredno v jezik linearne al-
gebre. Velja namre¢ naslednja lema.
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Lema 4.2.2 Naj bo H graf, A njegova matrika sosednosti in m particija vozlisé
grafa H s karakteristicno matriko P. Potem je w ekvitabilna natanko tedaj, ko
je vektorski podprostor, ki ga napenjajo stolpci matrike P, A-invarianten.

Doxkaz. Ni tezko videti, da je vektorski podprostor, ki ga doloc¢ajo stolpci
matrike P, A-invarianten natanko tedaj, ko obstaja taka matrika B, da je AP =
PB. Ce je particija 7 ekvitabilna, potem lahko po lemi 4.2.1 za matriko B
vzamemo kar matriko A(H /7). Obrat pa smo dokazali ze v dokazu leme 4.2.1

O

Poglejmo si sedaj povezavo med lastnimi vrednostmi in lastnimi vektorji grafa
H in njegovega kvocientnega grafa H/m.

Lema 4.2.3 Naj bo 7 ekvitabilna particija vozlis¢ grafa H in naj bo A = A(H),
B = A(H/n) in P = P(m). Potem

(i) ¢e je Be = Oz, potem je APx = 0Px;
(ii) ce je Ay = Oy, potem je y' PB = 0yT P.
DokAz. Naj bo Bx = fx. Potem je
OPx = Plx = PBx = AP=.
Podobno, ¢e je Ay = 0y, potem je
Oy’ P =yTAP = y' PB.

O

Tocka (i) zgornje leme nam pove, da Ce je x lastni vektor grafa H/m z lastno
vrednostjo 6, potem je Px lastni vektor grafa H z isto lastno vrednostjo. Ce je
vektor @ = (z1,...,z,), potem ima vektor Pz koordinato i enako xj natanko
takrat, ko 7 € Cx. Od tod vidimo, da se veckratnost lastne vrednosti 6 v grafu
H ne more zmanjsati, kvecjemu se lahko poveca.

Podobno nam tocka (ii) pove, da ¢e je y lastni vektor grafa H z lastno vrednostjo
6, potem je v primeru, ko je y' P # 0, vektor y? P lastni vektor grafa H/m z
isto lastno vrednostjo. Ce je torej y lastni vektor grafa H, ki ni lastni vektor
grafa H/m, potem je vsota njegovih koordinat, ki pripadajo mnozici C;, enaka
0 za vsak .
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4.3 Krovi

Ce je m ekvitabilna particija vozlis¢ grafa H, potem ima kvocientni graf H /T
lahko zanke in veckratne povezave. Ce pa velja, da je ¢; = 0 za vsak i in
cij = ¢ji € {0,1} za i # j , potem pravimo, da je H krovni graf kvocientnega
grafa H/m. V tem primeru v kvocientnem zank ni, vsak par usmerjenih povezav
med dvema vozliS¢ema pa lahko nadomestimo z neusmerjeno povezavo med
tema dvema vozlis¢ema.

Opomba: Bralec z nekoliko topoloskega znanja bo spoznal, da je topoloski
objekt, ki je prirejen krovnemu grafu H, tudi topoloski krov nad topoloskim
objektom, ki je prirejen kvocientnemu grafu H/x.

Naj bosta sedaj C; in C; dve mnozici take particije, med katerima obstaja vsaj
ena povezava. Torej je ¢;; = c¢;; = 1 in je zato vsako vozliSce iz C; povezana z
natanko enim vozlis¢em iz C; in obratno. Mnozici C; in C; imata potemtakem
isto mo¢ r. Dokazali smo torej naslednjo lemo.

Lema 4.3.1 Naj bo H krovni graf povezanega grafa G = G/w. Potem imago
vse mmnozice particije w isto moc. 0

Mo¢ mnozic C; bomo v tem primeru imenovali krovni indeks.

Primer: Naj bo graf H 9-cikel. Njegova vozlis¢a naj bodo oznacene kar z
naravnimi Stevili od 1 do 9. Particija 7 njegovih vozlis¢ naj bo definirana
takole: C; = {i,7+ 3,1+ 6}, kjer je i € {1,2,3}. Bralec se lahko sam preprica,
da je particija 7w ekvitabilna, in da je graf H krov svojega kvocientnega grafa
H/m, ki je trikotnik.

4.4 Antipodni kvocient

Naj bo G antipoden razdaljno-regularen graf premera d > 3. Spomnimo se,
da antipodnost pomeni, da je relacija ‘biti na razdalji 0 ali d’, ki jo bomo v
tem razdelku oznacevali z R, ekvivalen¢na relacija na mnozici vozlis¢ grafa
G. Zato nam ta relacija razbije mnozico vozlis¢ grafa G na disjunktno unijo
ekvivalené¢nih razredov. Pokazimo sedaj naslednjo lemo.

Lema 4.4.1 Naj bo H povezan antipoden razdaljno-reqularen graf premera d >
3. Ce med dvema ekvivalencénima razredoma relacije R obstaja povezava, potem
je med tema dvema razredoma popolno prirejanje.

Opomba: Z besedo popolno prirejanje mnozic A in B mislimo, da je vsako
vozli§ée iz mnozice A povezano z natanko enim vozli§¢em iz mnozice B, in o-
bratno.
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Dokaz. Naj bosta A in B ekvivalen¢na razreda relacije R, med katerima
ne more biti povezan s Se enim vozliS¢éem — recimo z — iz B, ker bi bila potem
razdalja med y in z enaka 2. To pa ne gre, zaradi predpostavke, da je d > 3.
Vzemimo sedaj poljuben z' € A. Ker 2’ ni v istem ekvivalenénem razredu kot
vozlisée y, je d(z',y) < d — 1. Ker pa je 0(z,2') = d, je d(z',y) = d — 1. Torej
je ' € Sy 1(y). Ker je graf H povezan, je po lemi 2.3.1 (iv) by 1 > 1, torej je
x' povezan z vsaj enim vozliséem iz B. Videli smo, da 2’ ne more biti povezan
z veC kot enim vozliS¢em iz B, zato je vsako vozlisée iz A povezano z natanko
enim vozlis¢em iz B. Podobno vidimo, da je vsako vozlis¢e iz B povezano z
natanko enim vozlis¢em iz A. 0

V resnici smo s to lemo pokazali, da je particija antipodnega razdaljno-regu-
larnega grafa na antipodne razrede ekvitabilna. Se ve¢, graf H je krov svojega
kvocienta glede na to particijo. Kvocient grafa H glede na to particijo bomo
imenovali antipodni kvocient grafa H. Ker se bomo z antipodnimi kvocienti Se
ukvarjali, povzemimo vse to v definiciji 4.4.1.

Definicija 4.4.1 Naj bo H povezan antipoden razdaljno-reqularen graf premera
d > 3. Njegov antipodni kvocient je graf G, katerega mnoZico vozlis¢ sestavl-
jajo ekvivalencni razredi relacije R grafa H. Dve vozlisci grafa G sta povezani,
ce med ustreznima ekvivalencénima razredoma obstaja popolno prirejanje. Graf
H je antipodni krov grafa G. Ekvivalencnemu razredu, ki ustreza vozliscu x
grafa G pravimo vlakno nad vozliséem x. Ce je r mo¢ vlakna nad poljubnim
vozliscem grafa G, potem je r indeks krova H nad grafom G. Pravimo tudi, da
je H antipodni r-krov nad G. V angleski literaturi se je za graf G udomadcilo
ime ‘folded H’ (npr. ‘folded Johnson graph’).

Primer: Naj bo graf H 1-skelet dodekaedra. Premer grafa H je 5 in za dano
vozlisce x grafa H obstaja natanko eno vozlisce y, ki je na razdalji 5 od vozlisca
x. Graf H je torej antipoden, mo¢ antipodnih razredov pa je 2. Drugace
povedano: v vsakem antipodnem razredu sta dve diametralno nasprotni vozlisci
dodekaedra. Bralec se lahko sam preprica, da je antipodni kvocient dodekaedra
Petersenov graf. Presenetljiva pa je naslednja asociacija. Dodekaeder (“zogo”)
lahko na naraven naéin vloZzimo v sfero S2. Topoloski kvocient sfere pa je
projektivna ravnina, v kateri je na naraven nacin vlozen Petersenov graf (glej
sliko 4.1 in 4.2).

V naslednjem izreku bomo navedli nekatere povezave med presecnimi Stevili
antipodnega razdaljno-regularnega grafa H in njegovega antipodnega kvocienta
G. Dokaz izreka bralec lahko najde v Gardiner [14] in Jurisi¢ [18, Thm. 4.2.2].
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Izrek 4.4.2 Naj bo H antipoden razdaljno-regularen graf premera
d e {2m,2m+ 1}, d > 3, in G njegov antipodni kvocient. Potem je
(i) Krovni indeks r je enak 1+ by, /Ci—m.

(1) Graf G je razdaljno-regularen premera m.

(iii) Ce s0 {bo,by,...,ba_1;C1,Ca,...,Cq} presecna 3tevila grafa H, potem so
presecna Stevila grafa G

{bo,bl,...,bm_l;Cl,CQ,...,Cm_l,’)/cm},
kjer je vy =r, ¢ejed =2m, iny =1, ¢e jed=2m+ 1.

(iv) Ce s0 {bg,by,...,bm1;C1,C2,...,Cm} presecna Stevila grafa G, potem so
presecna Stevila grafa H enaka

(r—1)cm Cm
{bOa .- '7bm—17 yCm—1y---,C15C1,...,Cp_1, 77bm—1a DR bO}

v primeru, ko je d = 2m, in

{bOa"'abm—la(r_1)tac’m77'"acl;cla"'acmatabm—la'"abO}

za neko celo Stevilo t v primeru, ko je d = 2m + 1. O

Primer: Dodekaeder ima premer 5 = 2 - 2 4+ 1, njegova presecna Stevila pa so
{3,2,1,1,1; 1,1,1,2,3}. Njegov antipodni kvocient je Petersenov graf, ki ima
premer 2 in preseéna Stevila {3,2;1, 1}. Krovni indeks je v tem primeru enak 2.



46 POGLAVJE 4. PARTICIJE IN KVOCIENTI

1
o

Slika 4.1: Dodekaeder

Slika 4.2: Petersenov graf (levo) in Petersenov graf vlozen v projektivno ravnino
(desno)



Poglavje 5
ASOCIATIVNE SHEME

Asociativne sheme so eden izmed najpomembnejSih objektov algebrai¢ne kom-
binatorike. Tudi razdaljno-regularni grafi nam dajo asociativne sheme, obratno
pa ne drzi: obstajajo asociativne sheme, ki ne izhajajo iz razdaljno-regularnih
grafov. Razlog za obravnavo asociativnih shem v tem delu je ta, da na mnoga
vprasanja o razdaljno-regularnih grafih najlazje odgovorimo v okviru asocia-
tivnih shem.

Poglavje o asociativnih shemah je razdeljeno na tri razdelke. V prvem bomo po-
dali definicijo asociativnih shem. V drugem razdelku si bomo ogledali nekatere
objekte in strukture, ki pripadajo vsaki asociativni shemi: Bose-Mesnerjevo
algebro, presec¢na Stevila, Kreinove parametre. V tretjem razdelku pa bomo
dokazali pomemben potreben pogoj za obstoj asociativne sheme, to je nenega-
tivnost njenih Kreinovih parametrov.

5.1 Definicija asociativnih shem

Zacnimo z definicijo asociativne sheme.

Definicija 5.1.1 Naj bo d naravno Stevilo in X poljubna koncéna mnoZica.
Asociativna shema z d razredi na mnoZici X je mnoZica d nepraznih grafov

Gy, - .., Gy, ki tmajo mnoZico vozlis¢ X, in za katere velja

(a) ée sta x in y razlicéni vozliséi mnoZice X, potem obstaja natanko en graf
G, v katerem sta x in y povezana,

(b) za vsak par x,y € X in za vsaka i,j € {1,...,d}, je §tevilo vozlisé z € X

za katere je (z,z) € E(G;) in (y,2) € E(G;) odvisno samo od grafa Gy,
za katerega velja (z,y) € E(Gy).

47
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Rekli bomo, da je graf G; i-ti razred asociativne sheme. Ce v tocki (b) zgornje
definicije vzamemo, da je ¢ = j in z = y, potem vidimo, da morajo biti grafi
asociativne sheme regularni.

Véasih je zelo ugodno, da zgornjo definicijo asociativne sheme povemo s pomocjo
matrik. V tem primeru je definicija naslednja.

Definicija 5.1.2 Naj bosta d in n naravni Stevili. Asociativna shema A z d

razredi je mnoZica {Ag, A1, ..., Aq} nenicelnih n x n matrik, katerih elementi
so bodisi 0 bodisi 1, in za katere velja

(a) Ay =1,

(b) Yo Ai=J,

(c) AT = A;,

(d) za vsak i in j je produkt A;A; linearna kombinacija matrik Ao, ..., Aq,

kjer je I identicna matrika, J matrika iz samih enic in AT oznacuje transponi-
ranje.

Ni tezko videti, da sta ti dve definiciji ekvivalentni. Matrike A; so namreé¢ ravno
matrike sosednosti grafov Gj.

Znacilen primer asociativnih shem so razdaljno-regularni grafi. Lema 2.4.1 nam
namrec¢ pove, da razdaljne matrike razdaljno-regularnega grafa tvorijo asocia-
tivno shemo. Obstajajo tudi asociativne sheme, ki ne izhajajo iz razdaljno-
regularnih grafov, vendar se z njimi tu ne bomo ukvarjali. Primer take asocia-
tivne sheme lahko bralec najde v Godsil [15, str. 222].

5.2 Bose-Mesnerjeva algebra, presecna Stevila
in Kreinovi parametri

Z vsako asociativno shemo A je tesno povezana njena Bose-Mesnerjeve algebra.
Najprej navedimo njeno definicijo.

Bose-Mesnerjeva algebra asociativne sheme A je realen vektorski prostor,
ki ga napenjajo matrike A;. Oznacujemo jo s span(.A).

Ime algebra je upraviceno, saj je po tocki (d) definicije 5.1.2 ta vektorski prostor
zaprt za matricno mnozenje. Je pa Bose-Mesnerjeva algebra zaprta Se za eno
vrsto mnozenja matrik, za tako imenovani Schurov produkt matrik. Schurov
produkt dveh m x n matrik B in C je m x n matrika B o C, definirana z

(BoC)ij=(B)y(C)iy, 1<i<m,1<j<n.
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Ta produkt je znan tudi pod imenom Hadamarjev produkt matrik B in C. Ker
so matrike A; sestavljene samo iz nicel in enic, in ker se seStejejo v matriko .J,
je ocitno

Iz tega pa sledi, da je algebra span(.A) zaprta tudi za Schurovo mnozenje. Ce
torej povzamemo, Bose-Mesnerjeva algebra asociativne sheme A je algebra z
identiteto glede na obi¢ajno matriéno mnozenje in glede na Schurovo mnozenje.
Identiteta za Schurovo mnozZenje je matrika J.

Iz enacbe (5.1) pa sledi tudi naslednja lema.

Lema 5.2.1 Matrike A; tvorijo bazo za span(.A).

DokaAz. Ni se tezko prepricati, da sestevanje matrik in Schurovo mnozenje
matrik povezuje distributivnostni zakon. Recimo, da bi veljalo cc; A1 + -+ - +
aqAq = 0. Potem to enacbo lahko pomnozimo (Schurov produkt) z A; in
dobimo «o;A; = 0, torej o; = 0. Ker to lahko naredimo za vsak j, je oy =--- =
Qg = 0. O

V Bose-Mesnerjevo algebro asociativne sheme A lahko vpeljemo tudi obicajen

skalarni produkt:
(B,C) = tr(B"C) = tr(BC).

Naj bo B matrika. Potem z ) B oznacimo vsoto vseh njenih elementov.
Dokazimo sedaj naslednjo zelo uporabno lemo.

Lema 5.2.2 Naj bosta B in C matriki iz span(A). Potem velja

(B,C) =) (BoC).

DokAz. Ker sta matriki B in C simetri¢ni, sta leva in desna stran zgornje

enakosti enaki
n n
> D bici:

i=1 j=1
O

Naslednji izrek nam pove, da ima Bose-Mesnerjeva algebra asociativne sheme
A Se eno bazo, ki jo sestavljajo matrike, ki so idempotenti glede na obi¢ajno
matri¢no mnozenje. Njegov dokaz si bralec lahko prebere v Godsil [15, Thm
12.2.1].
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Izrek 5.2.3 Naj bo A d-razredna asociativna shema na mnozici moéin in
Ay, ..., Aq njene matrike. Potem obstaja mnoZica paroma ortogonalnih idem-
potentnih matrik Ey, ..., E4 in realna Stevila p;(j), za katere velja

(1) Z?:o BEi=1,
(it) AiE; = pi(§)Ej,
(11i) Ey = %J,
(iv) {FEy,...,Ey} je baza za span(A). O

Matrike E; bomo imenovali glavni idempotenti asociativne sheme A, Stevila
pi(j) pa lastne vrednosti asociativne sheme A (ime opravic¢uje tocka (ii) izreka
5.2.3). Ker je Ay = I, je po(j) = 1 za vsak j. Ker je Fy = %J, je p;(0) enak
Stevilu nenicelnih elementov v bilokateri vrstici matrike A; - to pa je ravno stop-
nja grafa GG;. Oznacevali jo bomo z k;. Ker je E]2 — E; =0, so lastne vrednosti
matrike E; enake 0 ali 1. Torej je sled matrike E; enaka rangu matrike F;, ki
ga bomo oznacevali z m;. Ta Stevila bomo imenovali veckratnosti asociativne

sheme A.

Iz tocke (ii) izreka 5.2.3 sledi naslednja enakost
d d d
=0 =0 =0

Ker matrike Ay, ..., A4 tvorijo bazo za span(A), obstajajo stevila ¢;(7), tako da
je

B=2 D aili)4;. (5.3)

Imenovali jih bomo dualne lastne vrednosti asociativne sheme. Ce enacbo (5.3)
pomnozimo z Ay, dobimo

1
Ei e} Ak = Egz(k)Ak

Ce v to enakost vstavimo k = 0, dobimo m; = ¢;(0).
Ker je span(A) zaprta za obicajno matriéno mnozenje, obstajajo stevila pf;, za
katera velja

d
AiA; =) A, (5.4)
r=0



5.2. BOSE-MESNERJEVA ALGEBRA 51

Ker pa je algebra span(.A) zaprta tudi za Schurovo mnozenje, obstajajo stevila
q};, za katera velja

d
1
r=0

Stevila pfj imenujemo presecna Stevila, Stevila qu pa Kreinovi parametri asocia-
tivne sheme A. Ker so elementi produkta A;A; nenegativna cela Stevila, morajo
biti tudi presecna Stevila nenegativna cela Stevila.

Presecna stevila in Kreinove parametre asociativne sheme lahko izrazimo z last-
nimi vrednostmi p;(j). Iz 5.4 dobimo

(AiAj) 0 Ag = iy Ag,
od tod pa iz leme 5.2.2
P Y A= ((As Aj) 0 Ap = tr((A; Aj) Ay).

Iz enacbe 5.2 dobimo, da je

AiA; = Zpi(e) p;(f) E
=0

in zato tudi

(Ai Aj) Ay = sz p;(0) pr(¢) E.

Torej je

pu Z Ay = sz p;(€) pi(€) tr(Ee) =
= Zpi (ﬁ) b; (f) Pk (6) m
=0

Na podoben nacin dobimo

1 1
ﬁflfjmk = 520 (€) q;(£) qi(£) ZAe-
=0

Po izreku 5.2.3 (ii) je A;E; = pi(j)E;

j, in zato po lemi 5.2.2

pi(§) tr(E;) = tr(pi(§) By) = tr(A; Bj) =) (A; 0 By).
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Ker paje A; 0 E; = %qj (1) A;, smo dokazali enakost

pi(j)m —qJ i)Y A

Torej je

qw = nm;m; Zpe i) pe(J (ZA@) . (5.6)

£=0

5.3 Kreinovi parametri

V tem razdelku bomo dokazali pomemben potreben pogoj za obstoj asociativne
sheme, to je nenegativnost Kreinovih parametrov. Ideja dokaza je podana v [15,
str. 255, nal. 35]. Najprej pa potrebujemo nekaj pomoznih rezultatov.

Lema 5.3.1 Naj bo n naravno Stevilo, A matrika velikosti n x n, ¢,y € R”
vektorja in B = yy*. Potem je
g'(BoA)z = (zoy) A(zoy).

T T

DokAz. Naj bo A = (a;5), € = (z1,...,2,)" iny = (y1,...,y,)" . Potem je
(B)ij =viy;jin (BoA)x =z, kjer je z € R" in z; = Y ;_, Yi Yk @i T. Torej je

n n
"(BoA)z = Zﬂﬁlylzykamxk-
I=1 k=1

Po drugi strani pa je A(z oy) = w, kjer je w € R" in w; = Y ,_, Gk T Y-
Torej je

(zoy)TA(zoy) = leylzykalkxk

Lema je tako dokazana. O

Lema 5.3.2 Naj bo n naravno Stevilo in A pozitivna semidefinitna matrika
velikosti n x n. Potem je za vsak y € R" pozitivna semidefinitna tudi matrika
B=yyT o A.

DoxkAz. Ker je (B)ij = v y; (A)ij = yj vi (A);i = (B)ji, matrika B simetri¢na.
Pokazati moramo $e, da je 7 Bx > 0 za vsak vektor . Po lemi 5.3.1 in zaradi
pozitivne definitnosti matrike A dobimo

z'Bx=z"(yy  cA)z = (zoy) A(xoy) >0.
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Lema 5.3.3 Naj bosta A in B pozitivno definitni matriki velikosti nxmn. Potem
je pozitivno definitna tudi matrika C = Ao B.

DokAz. Ker je A simetri¢na matrika, jo lahko izrazimo v obliki A = PDPT,
kjer je D diagonalna matrika z lastnimi vrednostmi matrike A na diagonali.
Ker je A pozitivna semidefinitna, so njene lastne vrednosti nenegativne. Z y,
oznacimo k-ti stolpec matrike P. Bralec se lahko sam preprica, da velja

n

A=PDP" =) (D)ay,y; -

=1

Naj bo sedaj x poljuben vektor iz R*. Potem imamo

2" (Ao Bz = wT(Z«D)iiyiyZT o B)w =Y (D)ua" (w0 Ble.

i=1 i=1

Vsak sumand te vsote je nenegativen, ker je (D); > 0 in po lemi 5.3.2 tudi
z? (y,yF o B)x > 0. Torej je 7 (Ao B)x > 0. Lema je s tem dokazana. O

Izrek 5.3.4 Kreinovi parametri qu asociativne sheme A so nenegativni.

DokAz. Ker so matrike E; paroma ortogonalne idempotentne matrike, dobimo
iz enacbe 5.5 (e jo pomnozimo z Ey)

1
(Eio Ej)Ey = ﬁquEk-

To pomeni, da je qu lastna vrednost matrike E; o E; na podprostoru vektorjev,
ki ga doloc¢ajo stolpci matrike Ey. Matrike E; so pozitivno semidefinitne (ker so
simetri¢ne, njihove lastne vrednosti pa so lahko samo 0 ali 1). Po lemi 5.3.3 je
zato tudi Schurov produkt E; o E; semidefiniten in ima zato nenegativne lastne
vrednosti. Torej ¢f; > 0. O

Opomba: Alternativni dokaz dejstva, da so Kreinovi parametri qu asociativne
sheme A nenegativni, si lahko bralec prebere v Godsil [15, Lemma 12.4.1].

Sedaj pa si poglejmo Se, kak§no vrednost imajo Kreinovi parametri qu
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Lema 5.3.5 Naj bo A asociativna shema in qu njent Kreinovi parametri.
Potem je

q% = 0;;m;.
DokAz. Ce enacbo 5.5 pomnozimo z Eg, dobimo
(Eio Ej)Ey = %qi} Ey.
Torej je
tr((E; o B;) Ep) = %qgj tx(Ep).

Ker je Ey = ~J, je tr(Ey)=1. Zato je

1
Lt = (B0 B)E) = Y (B o By o ) =
1 1 1 1
= — Ez EF)=—t EZE :—52"1] Ez :_5i' i
o (E;i o Ej) n r( i) p, 01 r(E;) n jm



Poglavje 6

KREINOVI PARAMETRI IN
LASTNE VREDNOSTI
RAZDALJNO-
REGULARNEGA GRAFA

O lastnih vrednostih razdaljno-regularnega grafa lahko povemo dosti ve¢ kot
o lastnih vrednostih splosnega grafa. Nenegativnost Kreinovih parametrov
in celostevilskost veckratnosti lastnih vrednosti razdaljno-regularnega grafa pa
mnogokrat predstavljajo pomembne potrebne pogoje za obstoj le-tega. Zato
je zelo priro¢no, ¢e imamo Kreinove parametre in lastne vrednosti razdaljno-
regularnega grafa izrazene z njegovimi presecnimi Stevili.

V prvem razdelku tega poglavja si bomo podrobneje ogledali Kreinove parame-
tre razdaljno-regularnega grafa, v drugem pa njegove lastne vrednosti. Tretji
razdelek bo namenjen povezavam med lastnimi vrednostmi antipodnega razdalj-
no-regularnega grafa in njegovega kvocienta. V ¢etrtem razdelku pa se bomo $e
bolj podrobno posvetili Kreinovim parametrom in lastnim vrednostim antipod-
nih razdaljno-regularnih grafov premera 4, s katerimi se bomo ukvarjali tudi
v naslednjem poglavju. V petem razdelku si bomo ogledali tesne antipodne
razdaljno-regularne grafe premera 4.

6.1 Kreinovi parametri razdaljno-regularnega
grafa

Ker razdaljne matrike razdaljno-regularnega grafa G premera d dolocajo d-
razredno asociativno shemo, so grafu G prirejeni tudi Kreinovi parametri qu
ustrezne asociativne sheme. Ker smo v izreku 5.3.4 dokazali, da morajo biti

)
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Kreinovi parametri nenegativni, dobimo od tod nov potrebni pogoj, ki ga
morajo izpolnjevati presecna Stevila razdaljno-regularnega grafa.

Naj bo G razdaljno-regularen graf premera d in naj bo A njegova matrika
sosednosti. Lastne vrednosti matrike A oznac¢imo z 6,,6,,...,60;. Matrike
Ay, A1, ..., Ay naj bodo razdaljne matrike grafa G. Pri tem naj bo Ag = 1.
V poglavju o asociativnih shemah smo dokazali (enacba 5.6), da je

qz]—nmszZpe i) pe(J (ZAe)-

(Spomnimo se, da oznaka Y A pomeni vsoto vseh elementov matrike A.)

Pri asociativnih shemah, ki so porojene iz razdaljno-regularnih grafov, je prim-
itivni idempotent E; ravno ortogonalni projektor na lastni podprostore matrike
sosednosti A, ki pripada lastni vrednosti 6;. Lastna vrednost asociativne sheme
pi(j) je torej ravno lastna vrednost razdaljne matrike A; za lastni podprostor,
ki ga doloca idempotent E;. Zato je pi(j) = 0; za 0 < j < d. Veckratnost
asociativne sheme m; pa je enaka rangu 1dempotenta E;, torej je enaka ravno
veckratnosti lastne vrednosti 6;.

Zaradi enacbe (v) iz leme 2.4.1 je smiselno definirati naslednje polinome:
v_1(z) = 0,v9(x) =1 in

Cit1Vir1(z) = (z — a)vi(z) — bivia(x), i=0,1,...,d,
kjer je vrednost za c4,1 nedefinirana. Pokazimo sedaj naslednjo lemo:

Izrek 6.1.1 Naj bo G razdaljno-regularen graf, Ay, A1, ..., Aqr1 njegove raz-
daljne matrike, v;(x) pa zgoraj definirani polinomi. Potem je

za1=0,1,2,...,d+1

DokAz. Lemo bomo dokazali z indukcijo. Lema ocitno drzi za ¢ = 0. Ker je
v1(z) = x, lema drzi tudi za ¢ = 1. Privzemimo, da lema drzi za vse indekse
manjse ali enake 7. Potem je

Cz’—}-lvi—}-l(A) = (A - aiI)Ai - bz‘—1Az‘—1,

torej
1
Vi+1 (A) = ((A — CI,ZI)AZ — biflAz',l).

Cit1

To pa je po lemi 2.4.1 (v) enako ravno A;,. O
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Posledica 6.1.2 Naj bo x lastni vektor matrike sosednosti A razdaljno-regu-
larnega grafa G in naj bo 0 pripadajoca lastna vrednost. Potem je x tudi lastni
vektor razdaljne matrike A; (1 < i < d+1) grafa G, pripadajoca lastna vrednost

pa je v;(0).
DokAz. Ker je Az =0z in A; = v;(A), je

Posledica je s tem dokazana. 0

Posledica 6.1.3 Naj bo G razdaljno-reqularen graf premera d in 0y, ..., 03 nje-
gove lastne vrednosti. Potem za Kreinov parameter qu velja

m;m; i Ug(&i)vg(ﬁj)ve(ﬁk)‘

6.1

k
q;; =
=0

DokAz. V poglavju o asociativnih shemah smo pokazali, da velja

g5 = nimm; Zpe i) pe(J (ZAe) :

Vemo 7e, da je py(i) lastna vrednost matrike Ay, ki pripada lastnemu podpros-
toru dolo¢enemu z E;. Po posledici 6.1.2 je to ravno v,(6;). Matrika A, pa je
matrika sosednosti grafa Gy. Vsako vozlisce grafa G ima k, vozlis¢, ki so od
njega oddaljene za /, torej je Gy regularen graf stopnje ky. Torej je > Ay = nky.
Ce to vstavimo v zgornjo enacbo za q”, dobimo ravno enakost iz posledice.

6.2 Lastne vrednosti razdaljno-regularnega
grafa

V tem razdelku bomo dokazali, da ima vsak povezan razdaljno-regularen graf
premera d natanko d + 1 lastnih vrednosti.

Izrek 6.2.1 Naj bo G razdaljno-regularen graf premera d in A njegova matrika

sosednosti. Potem je Bose-Mesnerjeva algebra grafa G podalgebra v algebri

matrik velikosti n X n nad kompleksnimi Stevili, ki je generirana z matriko A,
j., elementi Bose-Mesnerjeve algebre grafa G so vse matrike oblike

2 A"+ 2y AT 2 A 2,

kjer so zn, ...,z kompleksna Stevila.
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DokAz. Vemo, da so razdaljne matrike Ay,..., Ay grafa G baza Bose-Me-
snerjeve algebre grafa G. Ker pa po lemi 6.1.1 za razdaljno matriko A; velja
A; = v;(A), je Bose-Mesnerjeva algebra vsebovana v podalgebri generirani z ma-
triko A. Obratno pa iz tocke (v) leme 2.4.1 sledi, da se vsaka potenca matrike
A da izraziti kot linearna kombinacija razdaljnih matrik. Zato je podalgebra,
ki je generirana z matriko A, vsebovana v Bose-Mesnerjevi algebri razdaljno-
regularnega grafa G. S tem je lema dokazana. O

Posledica 6.2.2 Naj bo G razdaljno-reqularen graf premera d. Potem ima G
natanko d + 1 razlicnih lastnih vrednosti.

DokAz. Naj ima matrika sosednosti A grafa G s razli¢nih lastnih vrednosti.
Ker je A realna in simetri¢na matrika, ima njen minimalni polinom stopnjo s.
Torej je zaradi izreka 6.2.1 dimenzija Bose-Mesnerjeve algebre grafa G enaka
s. Ker pa so razdaljne matrike grafa G baza Bose-Mesnerjeve algebre, ima ta
dimenzijo d + 1. Zato je s =d + 1. O

Lema 6.2.3 Naj bo G razdaljno-reqularen graf premera d in 6 njegova lastna
vrednost. Potem je vg.1(6) = 0.

DokAz. Naj bo Ax = fx. Potem imamo po lemi 6.1.1
Va+1 (0):13 = ’l)d+1(A)(I? =0.
Ker pa je « neniceln vektor, je v4.1(6) = 0. O

Ker ima po posledici 6.2.2 razdaljno-regularen graf premera d natanko d + 1
lastnih vrednosti, in ker je vsaka lastna vrednost ni¢la polinoma vy, (ki ima
stopnjo d + 1), so lastne vrednosti razdaljno-regularnega grafa natanko nicle
polinoma v,y1. Pokazimo sedaj naslednjo lemo.

Lema 6.2.4 Naj bo G razdaljno-reqularen graf premera d in a;,b;, c; njegova
presecna Stevila, 0 <1 < d. Za vsak 1,1 <1 <d, je polinom
Ciy1 - Ci -+ - C1vip1(x) karakteristiéni polinom matrike

ap by
Cc1 a1 b1 0
MZ‘ — 0 Co
0 . . bi—l
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DokAz. Lemo bomo dokazali z indukcijo po i. S ®;(z) ozna¢imo karakteristi¢ni
polinom matrike M;. Zai = 0in4 = 1 lema o€itno drzi, saj je polinom ¢;v1 (z) =
x karakteristi¢ni polinom matrike My = (ap) = (0), polinom cociv9(z) = (z —
a1)r — by = 22 — a1z — by pa karakteristi¢ni polinom matrike

_ Qo b() _ Ob()
Ml_(Cl al)_(l a1>'

Naj torej trditev drzi za 0,1,...,7 — 1. Z razvojem determinante det(xI — M;)
po zadnji vrstici dobimo, da je

D;(z) = (x — a;)Pi_1(x) — cibi1D;_o(x).
Toda po indukcijski predpostavki je
D, q(x) =c¢i--cvi(x) in D;_o(x) =cim1 - crvi_1(x).
Torej z upostevanjem definicije polinomov v; dobimo
O;(z) = (x —a;)c; - crvi(x) — eibi_1cio1 -+ - crv;_1(x) =

=C;*" Cl((ﬂl‘ — ai)vi(x) — bi_lvi_l(:c)) = Cjg1 """ clvi+1(x).

O

Ker so lastne vrednosti razdaljno-regularnega grafa G natanko nicle polinoma
va+1(x), in ker je polinom wgy; karakteristicni polinom matrike My, so lastne
vrednosti razdaljno-regularnega grafa ravno lastne vrednosti matrike M. Ma-
trika My pa je ravno matrika sosednosti grafa G/m, kjer je 7 ekvitabilna raz-
daljna particija vozlisé grafa G glede na poljubno vozlisée u. Grafa G in G/7
imata torej iste lastne vrednosti.

6.3 Lastne vrednosti antipodnega kvocienta

V tem razdelku si bomo pogledali, v kakSnem odnosu so lastne vrednosti an-
tipodnega kvocienta z lastnimi vrednostmi krova. To nam pove naslednji izrek,
ki sta ga prva dokazala Biggs in Gardiner v [4].

Lema 6.3.1 Najbo H antipoden razdaljno-regularen graf premera d in G njegov
antipodni kvocient. Potem so vse lastne vrednosti grafa G tudi lastne vrednosti
grafa H z isto veckratnostjo.

DokAz. Da so lastne vrednosti grafa G tudi lastne vrednosti grafa H je posled-
ica leme 4.2.3, saj je particija vozlis¢ grafa H na antipodne razrede ekvitabilna.



60 POGLAVJE 6. KREINOVI PARAMETRI, LASTNE VREDNOSTI

Pokazimo $e, da se veckratnost ohranja. Ze v komentarju po dokazu leme 4.2.3
smo omenili, da veckratnost lastne vrednosti grafa G ne more biti vecja od
veckratnosti te iste lastne vrednosti v grafu H. Pokazimo sedaj $e obratno.

Stevilo vozlisé grafa G oznacimo z n. Graf H, je sestavljen iz n kopij grafa K, -
za vsako od n vlaken (antipodnih razredov) eno. Lastne vrednosti nepovezanega
grafa so kar lastne vrednosti njegovih povezanih komponent, veckratnost lastne
vrednosti pa je seStevek veckratnosti te lastne vrednosti po vseh komponentah.
Vemo, da ima graf K, lastno vrednost —1 z veckratnostjo » — 1 in lastno vred-
nost r — 1 z veckratnostjo 1. Lastni vektor, ki pripada lastni vrednosti r — 1,
ima vse komponente enake, komponente lastnega vektorja z lastno vrednostjo
—1 pa se sestejejo v 0. Torej ima graf H, lastno vrednost —1 z veckratnostjo
n(r — 1), in lastno vrednost r — 1 z veckratnostjo n. Lastni vektor grafa Hy,
ki pripada lastni vrednosti » — 1, ima konstantne vrednosti na vsakem vlaknu,
lastnemu vektorju, ki pripada lastni vrednosti —1, pa se komponente na vsakem
vlaknu sestejejo v 0.

Naj bo sedaj # lastna vrednost grafa H, ki je tudi lastna vrednost grafa G, in
naj bo x lastni vektor grafa H za to lastno vrednost. Torej je vsota njegovih
komponent na vsaj enem vlaknu razlicna od 0 (glej komentar k lemi 4.2.3).
Ker pa je po lemi 6.1.2 vektor « tudi lastni vektor grafa Hy za lastno vrednost
va(0), je vg(f) = r — 1 (sicer bi bila vsota komponent vektorja & na vsakem
vlaknu enaka 0). Zato so komponente vektorja & na vsakem vlaknu konstantne,
torej je vektor @ dobljen iz lastnega vektorja grafa (G. Pokazali smo, da je vsak
lastni vektor grafa H, ki pripada lastni vrednosti #, dobljen iz lastnega vektorja
grafa G tako, da je konstanten na vsakem vlaknu. Torej je veckratnost lastne
vrednosti 6 v grafu H kvecCjemu toliko, kot v grafu G. n

V naslednjem izreku bomo pokazali, kako iz presecnih stevil antipodnega kvo-
cienta GG antipodnega razdaljno-regularnega grafa H izracunamo tiste lastne
vrednosti grafa H, ki niso lastne vrednosti kvocienta G.

Izrek 6.3.2 Naj bo H antipoden razdaljno-reqularen graf premera d in G njegov
antipodni kvocient premera m. Krovni indeks naj bo r in naj bodo
{bo, .-y bm_1;C1,-..,Cn} preseéna Stevila grafa G. Potem velja naslednje.

(i) Ce je d = 2m, potem so lastne vrednosti grafa H, ki niso lastne vrednosti
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grafa G, lastne vrednosti matrike

[0 b \

C1 a1 b1 0
Ca G2 by

0 Cm—2 Qm—2 bm—2
\ Cm—1 Qm-1

(i) Ce je d = 2m + 1, potem so lastne vrednosti grafa H, ki niso lastne
vrednosti grafa G, lastne vrednosti matrike

[0 by \

ca a b 0
Co QG2 by

\ Cm  Qpm — T
kjer je t iz izreka 4.4.2 (iv).

Opomba: Izrek sta prva dokazala Biggs in Gardiner v [4]. Izrek (s sicer bolj
skopim dokazom) je naveden tudi v Brouwer et al. [7, Prop. 4.2.4.]. Vendar je
dokaz, ki ga podajamo tukaj, razlicen od dokazov tega izreka v zgoraj omenjenih
referencah. V dokazu bomo uporabili Godsilov pristop z bloénimi matrikami.

DokAz. Dokazimo najprej tocko (i). Lastne vrednosti grafa H so enake lastnim
vrednostim matrike, ki je podana z lemo 6.2.4. Ce pa presecna stevila grafa H
izracunamo iz presecnih Stevil grafa G po izreku 4.4.2, potem vidimo, da so
lastne vrednosti grafa H enake lastnim vrednostim matrike

A1 L1 0
A= y] am y3
0 Lo AQ

Pri tem je A; matrika velikosti m x m:

/o by 0 0 0\
¢t ap by 0 0

=] 0@ e 0
0o ... Cm—2 QAm—2 bm_g

\0 0 ... 0 Cm—1 am_1/
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matrika A, je preko svoje vodoravne in navpi¢ne osi prezrcaljena matrika A;,
1,2,y in Yy, pa so m x 1 vektorji:

2l =(0,...,0,bp_1), 2 = (bpn_1,0,...,0),

Cm, r—1)c,
y?:(oaa();?)ayg:(%aoaao)

Z I; oznac¢imo identi¢no matriko velikosti j x j, z K; pa matriko, ki jo dobimo, ¢e
matriko I; prezrcalimo preko njene navpicne osi. Definirajmo naslednjo matriko:

. Im+1 0
mee (e 2
Matrika R; je inverzna, saj je sama sebi inverz. Poglejmo si produkt R, 'AR; =
R{AR;. Z nekoliko ra¢unanja pridemo do rezultata

A1 L1 0
RI'AR = | y{ a yi |,
0 L1 Al
kjer je y2 = (0,...,0, @) Z drugimi besedami: mnozenje z leve in desne

z matriko R; zamenja vrstni red zadnjih m stolpcev in vrstic matrike A. Sedaj
pa definirajmo Se matriko Ry:

I, 0 1—-nr),
Ry = 0 1 0
I, 0O I,

Hitro se lahko prepricamo, da je njena inverzna matrika enaka

w0 2,
R = 0 1 0
— I 0 1y

Z nekaj sicer zamudnega racunanja ugotovimo naslednje:

B = R;lRlARlRQ = < B;l 14(1)1 ) s

kjer je By (m + 1) x (m + 1) matrika

( 0 bp 0 0O 0 )
¢ a by 0 0
0 Co Q9 bg 0
0 ... Cm—1 QAm-—1 bm—l

\O 0 ... 0 Cm am
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Matriki A in B sta torej podobni in imata zato iste lastne vrednosti. Matrika B
je bloénodiagonalna, zato so njene lastne vrednosti kar lastne vrednosti matrike
B; in matrike A;. Lastne vrednosti matrike B; so natanko lastne vrednosti
grafa G. Torej so lastne vrednosti grafa H, ki niso lastne vrednosti grafa G,
ravno lastne vrednosti matrike A;. S tem je tocka (i) dokazana.

Tocko (ii) dokazemo na podoben naéin kot tocko (ii). Matrika A velikosti (d +
1) x (d+1) =2(m+1) x 2(m + 1), ki ima iste lastne vrednosti kot graf H in
ki jo dobimo s pomocjo izreka 4.4.2 in leme 6.2.4, je taksne oblike:

(A A
(h )
Pri tem so Aj, As, Az in A4 matrike velikosti (m + 1) x (m + 1). Matrika A; je

enaka
( 0 b \
C1 Q1 b1 0
Co Q2 by

0 Cm—1 Qm—1 bmfl
K Cm am—(r—l)t)
Matriko A, dobimo tako, da matriko A; najprej prezrcalimo preko njene vodor-
avne in navpicne osi, potem pa levi zgornji element (a,, — (r — 1)t) zamenjamo
z a,, — t. Za matriki A; in Az pa velja

r—0t, (i,j)=(m+1,1
(A2)i :{ ( )t (6,5) = ( )

0, sicer

7

0, sicer

(A3)i,j = { t’ (17.7) = (1,m+ 1)

Sedaj matriko A pomnozimo na desni z R in na levi z R~!, kjer je

-1 1—
Im+1 Im+1 T_Im—|—1 =t m+1

1 T T
R= . Rl=
1 1 1
T Emi1 K A S K

1—7r
(B 0
p=( 7 5)

kjer je B; matrika iz izreka 6.3.2 (ii), matrika By pa matrika M, iz leme 6.2.4.
Ker je matrika B blo¢nodiagonalna, in ker so lastne vrednosti matrike B,
natanko lastne vrednosti grafa GG, so lastne vrednosti grafa H, ki niso lastne
vrednosti grafa (G, natanko lastne vrednosti matrike B;. 0

Dobimo matriko



64 POGLAVJE 6. KREINOVI PARAMETRI, LASTNE VREDNOSTI

Opomba: Lastne vrednosti antipodnega razdaljno-regularnega grafa H pre-
mera d in njegovega antipodnega kvocienta G' premera m so povezane tudi na
naslednji nacin (glej Brouwer et al.[7, str. 142]). Ce so 6,0, ...,0; lastne

vrednosti grafa H in 6y, 6, ...,0,, lastne vrednosti grafa G, potem je
9_0:9()’0_1:02’ %ZGQTTL

Samo od sebe se seveda ponuja tudi naslednje vprasanje: kako so povezani
Kreinovi parametri antipodnega razdaljno-regularnega grafa in Kreinovi para-
metri njegovega antipodnega kvocienta? Odgovor bomo podali v naslednjem
izreku. Najprej pa rabimo definicijo tenzorskega produkta matrik.

Naj bosta A = (a;;) in B = (b;;) matriki poljubnih dimenzij. Tenzorski oz.
Kronekerjev produkt A ® B matrik A in B dobimo tako, da vsak element a;;
matrike A nadomestimo z a;;B.

Izrek 6.3.3 Naj bo H antipoden razdaljno-regularen graf premera d, r njegov
krovni indeks in 0 < 1,4,k < d cela stevila. Ce sta natanko dve izmed Stevil i, j
in k sodi, potem je Kreinov parameter qu enak 0.

DoxkaAz: Ker velja qu = qfi in qu =0 <= qfk = 0 (glej naprimer Brouwer et
al. [7, Lemma 2.3.1]), lahko privzamemo, da sta $tevili ¢ in j sodi, $tevilo k£ pa
liho. Naj bo G antipodni kvocient grafa H premera m. Naj bodo Ey, E1, ... E,,
glavni idempotenti grafa G in Ey, E1, ... E4 glavni idempotenti grafa H. Potem
velja

1
Eop=-E,®J,, (0<h<m),
r

kjer je J, matrika dimenzije r X r, sestavljena iz samih enic (glej Brouwer et al.
[7, str. 53]. Ker je graf G razdaljno-regularen, velja po enacbi (5.5)

1~
EiOEj=ﬁZ(ij 12

1 - 1 & 1— —
—(Ei® Jp)o (E;®J,) = o Z;qu(Efo Jr),

2
r
£=0
oziroma
1 1
]
Ey; o E2j = — _quEQZ
nr r
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Po drugi strani pa spet po enacbi (5.5) dobimo tudi

d
1
E2z' e} E2j = E E ijEg
£=0

Matriko Ey; o Ey; Bose-Mesnerjeve algebre grafa H smo izrazili na dva nacina.
Ker pa so glavni idempotenti grafa H baza Bose-Mesnerjeve algebre grafa H,
se morata ti dve izrazitvi ujemati. Torej je qu = 0, ce je k liho stevilo, in

qzkj = (1/7“)51“]-, ko je k sodo stevilo. -

6.4 Kreinovi parametri antipodnega
razdaljno-regularnega grafa premera 4

V tem poglavju si bomo bolj natan¢no pogledali lastne vrednosti in Kreinove
parametre razdaljno-regularnega antipodnega grafa premera 4. Naj bo H tak
graf. Potem je njegov antipodni kvocient G razdaljno-regularen graf premera
2, torej krepko regularen graf. Naj bodo (n,k,\, n) njegovi parametri. Ce
je k = p, je G poln vecdelni graf. Antipodni razdaljno-regularni krovi takih
grafov so bili delezni precejsnje pozornosti raziskovalcev, glej na primer Drake
[11] ali Gardiner [13]. Zato bomo v nadaljevanju tega poglavja in v naslednjem
poglavju privzeli, da je u < k.

Po izreku 6.3.2 so lastne vrednosti grafa G' (to so k,r in s, glej enacbo (1.4))
tudi lastne vrednosti krova H. Oznacili jih bomo s £ = 0y, = 65 in s = 6,
njihove veckratnosti pa 1 = myg, f = ms in g = my. Po izreku 6.3.2 sta preostali
dve lastni vrednosti, ki jih bomo oznagcili s 6; in 63, lastni vrednosti matrike

0 k
1 A—2 )’

torej ni¢li polinoma z? — Az — k. Zato je

AEVAZ+4k
01,03 = —————
2
in
91 + 03 = )\ 9103 == —k. (62)

Veckratnosti lastnih vrednosti 6, in 03 oznacimo z m; in ms. Za lastne vrednosti
grafa H in njihove veckratnosti mora veljati

1+mi4+meo+ms+my=mn-r k+mi; + moby + msbs + mybs = 0.
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Ker je 1 + my +my = n in k + msbfy + myfs = 0, dobimo dve enacbi za m; in
ms:
my+mg=mn(r—1) , mf +msh; =0.
Ce iz teh dveh enacb izrazimo m; in mg, dobimo
—-1)0
my; = nir =10 , mg=n(r—1)—m;. (6.3)
03 — 0,

Ker pa je
_n(r—10; n(r—1) A

my = = +1),
' s — 0, 2 (\/)\2+4k )
in je my celo §tevilo, mora biti vrednost izraza v/ A? + 4k, v primeru ko je A # 0,
celo stevilo. Dokazali smo torej naslednjo lemo:

Lema 6.4.1 Naj bo G krepko regularen graf s parametri (n, k, \, u) in H njegov
antipoden razdaljno-regularen krov premera 4. Ce je X # 0, potem sta lastni
vrednosti 0, in 03 celostevilski. 0

Hitro lahko dokazemo tudi naslednjo lemo.

Lema 6.4.2 (Lemma 4.1 , [22]) Naj bo H antipoden razdaljno-regularen graf
premera 4 in
o, ..., 0, njegove lastne vrednosti. Potem je

(61 +1)(03+1)=(6+1)(0,+1).
DoxkAz. Iz enacb (1.5) in (6.2) hitro dobimo, da je
0105 + 01 + 03 = 0204 + 02 + 0.
g

Oglejmo si sedaj Se Kreinove parametre antipodnega razdaljno-regularnega gra-
fa premera 4. Presetna stevila njegovega kvocienta G so {k,k — X — 1;1, u}.
Po izreku 4.4.2 (iv) so presecna Stevila njegovega krova H enaka {k,k — X —
L, (r—=1)p/r,1;1,u/r,k— X —1,k}, kjer je r krovni indeks. Od tod lahko hitro

izratunamo polinome v_1(z), vo(z), ..., v4(x):
v_i(z) = 0,
vo(z) 1,
U1 (.T) = 3,;:
vo(z) = ;(m 1— Ax — k), (6.4)
v3(z) = m((ﬂ?_k—i—u);(ﬂjQ_)\.T—k)—(k—)\—l).r),
1 (r—1)p
va(z) = %((:v ~ Nvs(z) — fvg(a;)).
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Sedaj pa sestavimo matriko P, ki je definirana tako: (P);; = v;(6;). Matrika P
ima taksno obliko:

1 00 7“00[)1//11 00(7" — 1) r—1
1 6, 0 —6; -1

P = 1 92 —T’(92+1) 92(7‘-1) r—1
1 6 0 —0s -1
1

04 —T(04+1) 94(7'—1) r—1

Pozitivnost oziroma negativnost kreinovega parametra se ohranja, ¢e permuti-
ramo indekse 7,7 in k. Zato moramo po lemi 5.3.5 preveriti Se 20 Kreinovih
parametrov: ¢i1, ¢, - .-, g4, Izkaze se - glej Jurisi¢ in Koolen [22] - da sta samo
Kreinova parametra ¢}, in ¢}, netrivialno nenegativna. Neenakosti ¢f, > 0 in
qis > 0 se prevedeta v

0 >
(0 +1)*(K* +63) >
V naslednjem poglavju bomo §tudirali antipodne razdaljno-regularne krove kre-
pko regularnih grafov, t.j. antipodne razdaljno-regularne grafe premera 4 ali 5.
Krepko regularne grafe pa ponavadi razdelimo na dve skupini: na konferencne
grafe in na ostale krepko regularne grafe. Ce krepko regularen graf ni kon-
ferencni graf, potem so njegove lastne vrednosti celoStevilske. Zato bo naslednji
izrek, ki ga je prvi dokazal van Bon, zelo uporaben. Dokaz je povzet po [21,
Cor. 4.15].

Izrek 6.4.3 Edini konferencni graf, ki ima antipoden razdaljno-reqularen krov,
je petcikel (pentagon). Njegov krov je dekagon, ki je antipoden razdaljno-regu-
laren graf premera 5.

DokAz. Naj bo G konferencni graf. Kot vemo, je potem G krepko regularen
graf s parametri (4p 4 1,2p, 4 — 1, ). Ce je p = 1 je G pentagon, njegov an-
tipoden razdaljno-regularen krov pa je dekagon. Torej lahko privzamemo, da je
> 1.

Predpostavimo najprej, da ima G antipoden razdaljno-regularen krov H pre-
mera 4. Ker je A = p—1 > 0, sta lastni vrednosti #; in 03 grafa H celostevilski.
Zato mora biti stevilo A2 + 4k = p? + 6u + 1 popolen kvadrat. Torej

pr+6p+1=(u+3)?—-8=m?
za neko naravno Stevilo m. Od tod pa dobimo

(p+3—m)(p+3+m)=S8.
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Ker je 4 > 1, mora biti u+3+m =8 in p+3 —m = 1, kar pa pomeni 2y = 3.
To pa je v protislovju s tem, da mora biti u celo Stevilo.

Predpostavimo sedaj, da ima G antipoden razdaljno-regularen krov H premera
5. Potem so presecna Stevila grafa H enaka

{2/115 iz t(’l" - 1), s 15 1: s ta 27 2#’}

Ker mora biti po lemi 2.3.1 zaporedje by, ..., bs padajoce, zaporedje cy,...,cs
pa naraScajoce, mora biti ¢ = p in r = 2. Ker je a; + b; + ¢; = by = 2u
za 0 < i <5 jeay =a3 =0ina; = p—1 # 0. To pomeni, da je vsaka
povezava vsebovana vsaj v enem trikotniku. Naj bo u neko vozlisce grafa H
in z € Sy(u) ter y € S3(u) povezani vozliséi. Ker povezava od x do y lezi v
vsaj enem trikotniku, mora ena stranica tega trikotnika povezovati dve vozlisci
iz So(u) ali pa Ss(u). To pa je v protislovju s tem, da je ay = a3 = 0. Izrek je s
tem dokazan. 0

6.5 Tesni antipodni razdaljno-regularni grafi
premera 4

Videli smo, da sta pri antipodnih razdaljno-regularnih grafih samo dva Kreinova
parametra netrivialno nenegativna in zato predstavljata nova potrebna pogoja
za obstoj takih grafov. To sta Kreinova parametra g7, in ¢j,. Naravno vprasanje,
ki se pojavi, je naslednje: kaksni so antipodni razdaljno-regularni grafi premera
4, 7a katere je eden od teh dveh Kreinovih parametrov (ali oba) enak 07 Kaksne
so njihove lastnosti? Ali lahko o njih povemo kaj vec?

Definicija 6.5.1 Antipoden razdaljno-regularen graf H premera 4 je tesen, ce
je Kreinov parameter ¢}, enak 0. Druzino vseh tesnih antipodnih razdaljno-re-
gularnih grafov premera 4 bomo oznacevali z AT4.

Opomba: Pojem tesnih razdaljno-regularnih grafov je dosti SirSi, vendar se
njihova definicija v primeru, ko je H antipoden razdaljno-regularen graf pre-
mera 4, ujema z zgornjo. Splosno definicijo tesnih razdaljno-regularnih grafov
in pregled nekaterih njihovih lastnosti naj bralec pois¢e v Jurisi¢, Koolen in
Terwilliger [23]. Za obsirnejsi pregled druzine AT4 pa bralcu priporo¢am ¢lanka
Jurigi¢ in Koolen [22] in Jurisi¢ [20]. Clanku [22] bomo tudi v tem razdelku v
grobem sledili.

Videli smo, da se pogoj qf; > 0 pri antipodnih razdaljno-regularnih grafih pre-
mera 4 prevede na
Hg Z _047
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kjer sta #5 in 6, lastni vrednosti grafa H. Torej je antipoden razdaljno-regularen
graf H premera 4 ¢lan druzine AT4, ¢e velja 65 = —0,.

Naj bo H tesen antipoden razdaljno-regularen graf premera 4, G' njegov an-
tipodni kvocient in (n, k, A, ) parametri grafa G (graf G je krepko regularen).
Hitro lahko vidimo, da je v tem primeru A # 0. Ce bi namre¢ bil A = 0, potem
bi se enakost §2 = —f; prevedla na enakost (k — u)(k — 1) = 0, kar pa ne gre.
Torej je vseh 5 lastnih vrednosti grafa H celostevilskih. Sedaj pa pokazimo, da
lahko vse parametre grafa G (in s tem tudi presecna stevila grafa H) izrazimo
s parametroma p = 5 in ¢ = —05.

Lema 6.5.1 Naj bo graf H tesen antipoden razdaljno-regularen graf premera
4, graf G njegov antipodni kvocient s parametri (n,k, A\, u) in 6y, ..., 04 lastne
vrednosti grafa H. Naj bo p = 05 in ¢ = —03. Potem je k = 0y = q(pg + p +

0), A=p(g+1), p=qp+q), 1 =pg+p+qin by =—¢°

DokAz. Ker je H tesen antipoden razdaljno-regularen graf premera 4, je 6, =
—62 = —¢*. Po lemi 6.4.2 je

(02 +1)(0s+ 1)
03+ 1

0, = —1l=pg+p+q.

Dalje imamo k = 0y = —6103 = q(pg+p+q) in A =61 + 603 = pg+p =p(g+1),
ter u=A—"6,— 0, =q(p+q)- 0

Parametra p in ¢ ne moreta biti ¢isto poljubna. Zadoscati morata nekaterim
pogojem, ki pa niso zadostni. Nastejmo jih v naslednjem izreku, katerega dokaz
lahko bralec najde v Jurisi¢ in Koolen [22].

Izrek 6.5.2 Naj bo H tesen antipoden razdaljno-reqularen graf premera 4, p =
Oy, q = —05 in r velikost njegovih antipodnih razredov. Potem so p,q in r
naravna Stevila, za katera veljap > 1, q > 2, r > 2, ter

(i) 3tevilo pq(p + q)/r je sodo,
(i) r(p+1) < q(p+9),
(#ii) Stevilo r deli Stevilo p + q,
(i) p>q—2,
(v) Stevilo p + q deli stevilo ¢*(¢*> — 1),
(vi) Stevilo p + q* deli Stevilo ¢*(¢*> — 1)(¢* + ¢ — 1)(q + 2). O
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Privzemimo sedaj, da je za graf tesen antipoden razdaljno-regularen graf H
premera 4 tudi Kreinov parameter ¢j, enak 0. To pomeni, da je

(62 +1)*(k* + 63) = (62 + 1),
7 uporabo leme 6.5.1 se ta enakost prevede na

PR+p—9) ¢ 1+q) (p+9) (p+2¢+pg) =0.

Ker sta p in ¢ naravni Stevili, mora biti ¢ = 2 4 p. Parametrizacija takih grafov
se tako Se poenostavi.

Izrek 6.5.3 Naj bo H tesen antipoden razdaljno-regularen graf premera 4 in
p = 0y, g = —05. Potem je qi, = 0 natanko tedaj, ko je 63 = —p — 2. V tem
primeru je k = (p*+4p+2)(p+2), A = p(p+3), p = 2(p+2)(p+1), 01 = (p+2)*-2

Dokaz. Ce je ¢}, = 0, potem je (kot smo videli zgoraj) ¢ = p + 2. Prav tako
lahko hitro preverimo tudi obratno: ¢e je ¢ = p + 2, potem je gj, = 0. Drugi
del izreka sledi iz leme 6.5.1. 0

Mogoée so bo bralcu zdelo, da morajo biti grafi, ki imajo ¢f; = 0 in ¢}, = 0
zelo redki. Dejstvo pa je, da za vse do sedaj znane primere moznih naborov
presecnih §tevil za antipodne razdaljno-regularne grafe premera 4 velja, da iz
g}, = 0 sledi ¢f; = 0. Zato je primerno, da ta razdelek zaklju¢imo z domnevo,
ki jo je izpostavil ze Jurisi¢ v [20)].

Domneva: Naj bo H antipoden razdaljno-regularen graf premera 4, za kate-
rega je ¢, = 0. Potem je tudi ¢f, = 0.



Poglavje 7

ANTIPODNI
RAZDALJNO-REGULARNI
GRAFI PREMERA 4 IN 5

Antipodni razdaljno-regularni grafi premera 4 in 5 so zanimivi zato, ker so
njihovi antipodni kvocienti razdaljno-regularni grafi premera 2, torej krepko
regularni grafi. Krepko regularni grafi so najenostavnejsi netrivialni razdaljno-
regularni grafi. Zato jih dosti lazje razumemo in si jih dosti lazje predstavljamo
kot razdaljno-regularne grafe ve¢jih premerov.

Krepko regularni grafi pa so zanimivi iz Se enega razloga. Medtem ko so za ve-
like premere izmed razdaljno-regularnih grafov ve¢ ali manj poznani samo John-
sonovi in Hammingovi grafi, so krepko regularni grafi mnogo bolj raznovrstni.
Veliko krepko regularnih grafov namrec¢ ne izhaja iz Johnsonovih in Hammin-
govih grafov, temve¢ iz drugih struktur, kot so naprimer Latinski kvadrati,
konéne geometrije, itd.

Naj bo H antipoden razdaljno-regularen graf premera 4 ali 5 na v vozlis¢ih in G
njegov antipodni kvocient na n vozlis¢ih. Potem velja v = n-r, kjer je r velikost
antipodnih razredov grafa H. Ze Van Bon in Brouwer sta v [5] dokazala, da za
antipodne razdaljno-regularen grafe premera 5 velja

k< V;lJ (7.1)

kjer je k stopnja grafa. Za antipodne razdaljno-regularne grafe premera 4 pa je
bila neenakost Sibkejsa:
r(n—1)
E<|———=].
- \‘ 2r —1 J

Ker pa je za vse znane dopustne nabore presec¢nih Stevil antipodnih razdaljno-
regularnih grafov premera 4 tudi veljala neenakost 7.1, je Jurisi¢ v [18] in [22]

71
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postavil domnevo, da neenakost 7.1 velja tudi v tem primeru.

V prvem razdelku tega poglavja bomo pokazali neenakost 7.1 v primeru an-
tipodnih razdaljno-regularnih grafov premera 5. V drugem razdelku bomo
dokazali glavni rezultat tega magistrskega dela, namre¢ da ta neenacba drzi
tudi v primeru, ko je premer 4. V tretjem razdelku pa bomo nakazali moznost
za izboljSanje te neenakosti.

Ker konferen¢ni krepko regularni grafi (razen petcikla) nimajo antipodnih ra-
zdaljno-regularnih krovov (glej izrek 6.4.3), se bomo v tem poglavju omejili
na nekonferen¢ne krepko regularne grafe. To so tisti krepko regularni grafi s
parametri (n, k, \, 1), za katere je \/(A — p)? + 4(k — p) celo stevilo.

7.1 Primer d =5

Najprej si bomo ogledali antipodne razdaljno-regularne grafe premera 5. Naj bo
G krepko regularen graf s parametri (n, k, A, 1) in H njegov antipodni razdaljno-
regularni r-krov premera 5. PreseCna Stevila grafa G so by = k,by = k — X —
1,¢4 =1 in ¢y = p. Po izreku 4.4.2 so presecna Stevila grafa H enaka

{k,k—XA=1,(r—Dt,p, ;1 p,t,k—X—1,k},

kjer je t neko naravno stevilo. Ker je zaporedje b; padajoce (oziroma zaporedje
¢; naraScajoce), od tod takoj dobimo dva potrebna pogoja za obstoj krova:

o 1<pu<t
o (r—1)t<k—-Xi-1

Sedaj ni tezko dokazati naslednjega izreka, ki sta ga prva dokazala van Bon in
Brouwer v [5]:

Izrek 7.1.1 Naj bo G krepko regularen graf s parametri (n,k, \, 1), ki premore
antipoden razdaljno-regularen krov premera 5. Potem je

n—1
k< )
<[]
DokAz. Ce G ima antipoden razdaljno-regularen krov H premera 5, potem

zaradi neenakosti b; > b3 presecnih Stevil b; grafa H veljati

k—XA—12>p.

Sedaj pa iz enacbe (1.1) sledi:

(k—A—1 k
n:1+k+—L————2z1+k+7?:1+2m

oziroma k < (n — 1)/2. Ker je k naravno §tevilo, je izrek dokazan. O
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7.2 Primer d =4

Nekoliko vec¢ dela bomo imeli v primeru, ko je premer antipodnega razdaljno-
regularnega grafa enak 4. Jurisi¢ je v [18] in v [22] (skupaj z J. Koolen) postavil
domnevo, da neenakost iz izreka 7.1.1 drzi tudi v tem primeru. Izkaze se, da
je domneva pravilna. V tem razdelku bomo razen za nekaj izjem dokazali celo
nekoliko ostrejSo neenakost, potrebovali pa bomo tudi malce ve¢ priprave.

Naj bo G krepko regularen graf s parametri (n,k, A\, u) in prese¢nimi Stevili
{k,k—X—1;1, u}. Poizreku 4.4.2 ima njegov antipoden razdaljno-regularen r-
krov H premera 4 prese¢na stevila {k,k—A—1, (r—1)u/r,1; 1, u/r,k—A—1, k}.
Tudi od tu dobimo nekaj potrebnih pogojev za obstoj r-krova H:

o u/r<k—Xi-1
e krovni indeks r mora deliti parameter p

Ce bi tudi v tem primeru hoteli poiskati zgornjo mejo za stopnjo k na enak
nacin kot v izreku 7.1.1, bi dobili nekoliko Sibkejso oceno:

k< {Lﬁb_ DJ.
L 2r—1
Res je, da se za velika §tevila r vrednost r(n — 1)/(2r — 1) priblizuje (n —1)/2.
Vendar so krovni indeksi do sedaj znani primerov pokritij 2, 3 ali kve¢jemu 4. V
teh treh primerih pa razlika med r(n—1)/(2r —1) in (n—1)/2 ni zanemarljiva,
Se posebej, ce je Stevilo vozlis¢ n veliko.
Naslednja lema je “Sibka verzija” izreka, ki sta ga dokazala Bose in Dowling [6].

Lema 7.2.1 Naj bo G reqularen graf stopnje k, za katerega velja, da imata vsaki
dve sosednji vozlis¢i natanko A skupnih sosedov, vsaki dve vozliscéi na razdalji 2
pa natanko enega skupnega soseda. Potem sStevilo A + 1 deli Stevilo k.

DokAz. Naj bosta v in v dve sosednji vozliséi grafa G. Ce je A > 2, potem
morata biti poljubna dva skupna soseda vozlis¢ u in v povezana (ker sta na
razdalji 2 in imata vsaj dva skupna soseda). Torej je vsaka maksimalna klika
v G velikosti A 4+ 2. Naj bosta K in L dve taki maksimalni kliki grafa G, ki
vsebujeta vozlis¢e u. Naj bo poleg vozlisca u v preseku teh dveh klik se kaksno
drugo vozlisce, recimo vozlis¢ z. Z |KNL| ozna¢imo mo¢ preseka K NL. Vozlisci
u in z sta povezani in imata

20+ 2—|KNL))+|KNL —2=2XA+2—|KNL| >2XA+2-X—2=),

skupnih sosed, kar pa ni mozno. Torej mnozice K \ {u}, kjer je K maksimalna
klika grafa G, ki vsebuje vozlisée u, dolo¢ajo particijo mnozice vseh sosed vo-
zlis¢a u. Torej mora biti k/(\ + 1) celo Stevilo. O
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Lema 7.2.2 Naj bo H razdaljno-regularen graf premera 4 in G njegov antipodns
kvocient s parametri (n,k,\,pu). Potem je A < k/4, razen ce je G eden od
naslednjih krepko-reqularnih grafov:

komplement trikotniskega grafa T(7),
antipodni kvocient Johnsonovega grafa J(8,4),
antipodni kvocient polovicne kocke Qg,
srg(126,45,12,18),
srg(378,117, 36, 36),
srg(250, 81, 24, 27),
srg(638,189, 60, 54),
(

srg(900, 261, 84, 72).

Opomba: Za zadnje tri zgoraj naStete krepko regularne grafe ni Se znano, ali
sploh obstajajo.

DokaAz. Dokaz bomo razdelili na dva dela. V prvem delu bomo privzeli, da
je graf H tesen antipoden razdaljno-regularen graf in torej velja 62 = —0,. V
drugem delu pa bomo privzeli, da graf H ni tesen, in zato velja 02 > —0,.

1.

Predpostavimo, da je §7 = —f, in da je A > k/4. Ce uporabimo para-
metrizacijo za tesne antipodne razdaljno-regularne grafe (lema 6.5.1), to
pomeni, da je 4pq+4p > pg® +pq+q* — 4, torej p(¢—4)(¢+1) < —¢* < 0.
Zato je q € {2,3}.

Primer q = 2 Iz pogojev v izreku 6.5.2 dobimo p € {1,2,4}. Zap =1
dobimo komplement trikotniskega grafa T(7), ki je antipodni kvocient
Conway-Smithovega grafa. Za p = 2 dobimo antipodni kvocient John-
sonovega grafa J(8,4), za p = 4 pa antipodni kvocient polovi¢ne kocke

Qs-

Primer q¢ = 3 Iz pogojev v izreku 6.5.2 dobimo p € {1,3,6,9,15,21}.
Primer p = 1 ni mozen po Jurisi¢ in Koolen [22, Thm. 6.4]. Za p =
3,6,9,15,21 pa dobimo ostale v lemi nastete krepko regularne grafe.

. Predpostavimo, da je 0§ > —f4in A > k/4 > 0. Lastni vrednost #; in 63

sta zato celostevilski, po enakosti (6.2) pa imamo 6; + 65 = A > k/4, torej
0, > k/4— 63 > k/4. Po drugi strani pa je k = 6,(—63) > k/4(—03), torej
—63 < 4. Ker mora biti po predpostavki 2 > —6, (graf H ni tesen), in ker
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sta 6, in 03 celostevilski, imamo naslednje moznosti: 3 = —2, 6, = —3
in 03 =-3, 0, € {—4,-5,—6,—7,—8}. Vsako izmed teh moznosti bomo
obravnavali posebe;j.

Primer 03 = —2,0, = —3. Iz 6.2 in leme 6.4.2 dobimo #; = A + 2 in
0, = (A +3)/2 — 1. Ker mora biti 6 celo stevilo, je A = 2 — 1 za neko
naravno Stevilo £. Dalje imamo k = —0,03 = 2(20+1), p = k+60:0, = £+2
ink(k—XA—1)/p=420+1)L+1)/(£+2)=80—4+12/({ +2). Ker
je k(k — X — 1)/p tudi celo tevilo, je £ € {1,2,4,10}. Ce je £ = 1,
dobimo komplement trikotniskega grafa T'(6), ki ima A < k/4. Primera
¢ = 2 in £ = 4 nista mozna, ker veckratnosti my v teh dveh primerih nista
celostevilski. Pri izberi £ = 10 pa veckratnost msy ni celoStevilska.

Primer 03 = —3,0, = —4. Na isti nacin kot v prejsnjem primeru do-
bimo #; = A+31in 6, = 2(A+4)/3—1, torej je A = 3¢ —1 za neko naravno
stevilo ¢. Dalje imamo k = 9446, pp = (+21in k(k—A—1)/p = 18(34+2)({+
1)/(£+2) = 540—18+72/(¢+2). Zatoje £ € {1,2,4,6,7,10,16,22,34,70}.
Veckratnost mgy je celostevilska samo za ¢ € {2,10}. Toda v teh dveh
primerih veckratnost m; ni celoStevilska.

Primer 03 = —3,0, = —5. V tem primeru dobimo £ = 6/ 4+ 9,\ =
20, p=L+4in k(k—A—1)/p = 12(2043)(£+2)/(¢+4) = 240—124+120/ ({+
4) za neko nenegativno celo stevilo £. Torej je £ € {0,1,2,4,6,8,11, 16, 20,
26, 36,56,116}. Veckratnost ms je celoStevilska samo za ¢ € {0,6,16}.
Primer £ = 0 ne zados¢a Kreinovemu pogoju g3, > 0. Za £ = 6 veckratnost
my ni celostevilska. Za ¢ = 16 je veckratnost m; celoStevilska samo v
primeru, ko je r = p, glej enacbo (6.3). Torej za graf H velja ¢ = 1.
Poleg tega je A+ 1 = 33 in k = 106, zato graf H po lemi 7.2.1 ne more
obstajati.

Primer 03 = —3,60, = —6. V tem primeru imamo k£ = 15/ — 3, \ =
50—4, u = 30+3in k(k—A—1)/u=10(5¢—1)¢/({+1) = 50£—60+60/(¢+1)
za neko naravno Stevilo £. Torej je ¢ € {1,2,3,4,5,9,11,14,19,29, 59}.
Veckratnost msy je celostevilska samo za £ € {2,5,9,11}. Za ¢ = 2 dobimo
mozen krepko regularen graf s parametri (88,27,6,9), za katere pa velja
A < k/4. Ostali trije primeri nimajo celostevilske veckratnosti m;.

Primer 83 = —3,0, = —7. Dobimo k =9/+6,A=3/—1, 4 =2/+6in
k(k—A—1)/n=9(30+2)(0+1)/(£+3) = 270 — 36 + 126/ (£ + 3). Zato je
¢ € {3,4,6,11,15,18,39,60,123}. Veckratnost my, je celoStevilska samo
za ¢ € {3,11,18}. Ti trije primeri pa so izlo¢eni zato, ker veckratnost m;
ni celostevilska ali pa s pomoc¢jo Brouwer et al. [7, Prop. 1.2.1].

Primer 3 = —3,0, = —8.V tem primeru pa dobimo k = 3(7(+6), A =
T0+3,u=5(+2)ink(k—X—1)/u=42(T¢+6)(£+1)/(5({ + 2)) =
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1/5(249¢ — 42 + 336/ (£ + 2)). Torej je £ € {2,4,12,14,19,22, 54, 82, 334}
Samo za ¢ = 4 je veckratnost mo celoStevilska. V primeru ¢ = 4 pa
veckratnost mq ni celoStevilska.

Lema je tako dokazana. 0

V naslednji lemi bomo omejili Se p.

Lema 7.2.3 Naj bo H antipoden razdaljno-regularen graf premera 4 in G njegov
antipodni kvocient. Ce so (n,k, \, ) parametri grafa G in ce je p < k, potem
je u < k/2, razen ce je G komplement trikotniskega grafa T(6), komplement
trikotniskega grafa T(7) ali antipodni kvocient Johnsonovega grafa J(8,4).

DoKAz. Predpostavimo, da je p > k/2. Ce je A > k/4, potem po lemi 6.4.1
dobimo 8 moznosti, od katerih samo komplement trikotniskega graf 7'(7) in
antipodni kvocient Johnsonovega grafa J(8,4) zadoS¢ata neenakosti p > k/2.
Vzemimo sedaj, da je A < k/4. Ker je —0,04 = k — p, imamo —6,0, < k/2. Iz
0y + 0, = X\ — u pa dobimo 26, + 260, < —k/2. Ce ti dve neenakosti seStejemo,

dobimo 2 A
fy< 1 =2- .

224, 2 — 0,
Desna stran te neenacbe je vedno manjsa od 2, torej 6, < 2. Ker pa je 6, tudi
lastna vrednost kvocientnega grafa G in ker konferenc¢ni grafi nimajo antipod-
nega razdaljno-regularnega krova premera 4 (izrek 6.4.3), je 6, nenegativno celo

stevilo. Ce je 0, = 0, je k = pu. Torej mora biti fy = 1.

Komplement G grafa G je spet krepko regularen graf z lastnimi vrednostmi
n—k—1,—0,—11in —6, —1 = —2, glej Brouwer et al. [7, Thm. 1.3.1]. Seidel je
v [28] (glej tudi Brouwer et al. [7, Thm. 3.12.4]) dokazal, da je v tem primeru
graf G lahko samo eden od naslednjih grafov:

(i) trikotniski graf T'(n) za n > 5,
(il) mrezni graf Ls(n) za n > 3,
(iii) popolen veédelni graf K, .o za n > 2,
(iv) Petersenov graf,
(v) Clebschev graf (glej Brouwer et al. [7, str. 104]),
(vi) Schliflijev graf (glej Brouwer et al. [7, str. 103]),
(vii) Shrikhandejev graf (glej Brouwer et al. [7, str. 104]),
)

(viii) Changovi grafi T'(8),T"(8),T"(8) (glej Brouwer et al. [7, str. 105]).
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Graf G je torej potem komplement enega od teh grafov. Grafi (iv) - (viii) ne
pridejo v postev, ker lastni vrednosti 6; in 63, ki pripadata njihovim komple-
mentom, nista celostevilski.

Grafi pod (iii) ne pridejo v postev, ker njihovi komplementi niso povezani.

Ce je G izomorfen kateremu izmed komplementov grafov pod (i), potem vemo
po Brouwer et al. [5, Prop. 4.2], da G nima antipodnega razdaljno-regularnega
krovazan > 7. Cejen =6 alin = 7, potem ima G enoli¢no dolo¢en antipoden
razdaljno-regularen krov. Ce je n = 5, je T'(5) Petersenov graf, ki je bil ze
obravnavan zgoraj.

Ce je graf G izomorfen enemu od grafov pod (ii), potem ne more imeti antipod-
nega razdaljno-regularnega krova po Van Bon, Brouwer [5, str. 148]. S tem je
dokaz leme koncan. O

Dokazimo sedaj glavni izrek tega razdelka:

Izrek 7.2.4 Naj bo H antipoden razdaljno-reqularen graf premera 4 in G njegov
antipodni kvocient. Ce ima G parametre (n, k, A, p) in ée je p < k, potem je

< teen)

razen ¢ée je G komplement trikotniskega grafa T(7), antipodni kvocient John-
sonovega graf J(8,4) ali antipodni kvocient poloviéne 8-kocke.”

DokAz. Ce je A > k/4 ali p > k/2, potem imamo po lemah 7.2.2 in 7.2.3 za
graf G 9 moznosti: T(6),7(7), antipodni kvocient Johnsonovega grafa J(8,4),
antipodni kvocient polovi¢ne 8-kocke, krepko regularen graf s parametri (126,
45, 12, 18) ali (378,117,36,36), ali pa mozen krepko regularen graf s parametri
(250,81,24,27), (638,189,60,54) ali (900,261,84,72). Hitro se lahko prepricamo,
da izmed teh grafov samo T'(7), antipodni kvocient Johnsonovega grafa .J(8,4)
in antipodni kvocient poloviéne 8-kocke ne zado$cajo neenakosti iz izreka.
Sedaj pa vzemimo, da je A < k/4 in u < k/2. Potem imamo po ena¢bi (1.1)

k(k—X—1 k k
n=1+k+¥>1+k+%—2:%—1.
Torej je k < 2(n+ 1)/5. Ker pa je k naravno $tevilo, je dokaz konc¢an. O

Posledica 7.2.5 Naj bo H antipoden razdaljno-regularen graf premera 4 in G
njegov antipodni kvocient. Ce so (n,k, A, ) parametri grafa G in ée je p < k,

potem je
n—1
k< .
<|*+]

Enakost je dosezena samo za T(7).
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DokAz. Ce je graf G eden izmed treh izjem iz izreka 7.2.4, potem se lahko hitro
prepricamo, da je k < |(n — 1)/2] in da je enakost dosezena v primeru, ko je
G =T(7). Ce pa G ni eden izmed teh treh izjem, potem velja k < 2(n +1)/5.
Ce je 2(n +1)/5 > (n — 1)/2, potem mora biti n < 9. Hitro pa se lahko
prepricamo, da tak krepko regularen graf ne obstaja (glej tudi tabele v Brouwer
et al. [7, str. 421]. 0

Naj bo sedaj G krepko regularen graf na n tockah stopnje k. Kot smo povedali ze
v prvem poglavju, je njegov komplement G tudi krepko regularen graf. Njegova
stopnja je n — k — 1. Od tu lahko dobimo naslednjo zanimivo posledico.

Posledica 7.2.6 Naj bo G krepko regularen graf s parametri (n.k, A\, p) za ka-
terega je p < k. Naj bo G njegov komplement. Potem ima antipoden razdaljno-
reqularen krov premera 4 kveéjemu eden od grafov G in G.

DokAz. Po izreku 6.4.3 in posledici 7.2.5 je komplement trikotniskega grafa
T(7) edini krepko regularen graf, ki lahko ima antipoden razdaljno-regularen
krov premera 4 (in ga v tem konkretnem primeru tudi dejansko ima) in za
katerega je k = [(n — 1)/2]|. Njegov komplement, trikotniski graf 7°(7), nima
antipodnega razdaljno-regularnega krova premera 4, glej Van Bon in Brouwer
[5].

Za vse druge krepko regularne grafe, za katere je 4 < k in ki lahko imajo
antipoden razdaljno-regularen krov premera 4, pa velja

n—1

k<2

Torej je
n—1 1_n—l

—k—-1>n-
n n 5 5

Torej komplement G po posledici 7.2.5 ne more imeti razdaljno-regularnega
antipodnega krova premera 4. O

7.3 Posplositev neenakosti

V lemi 7.2.2 smo iskali antipodne kvociente antipodnih razdaljno-regularnih
grafov premera 4, za katere je A > k/4. Na podoben na¢in lahko pois¢emo
vse antipodne kvociente antipodnih razdaljno-regularnih grafov premera 4, za
katere je A > k/m, kjer je m poljubno naravno $tevilo. V tem primeru imamo
namreé po eni strani 6; +603 = X\ > k/m, in zato #; > k/m. Po drugi strani pa je
k = 6,(—05) > k/m(—8s), torej —f3 < m. Torej je 63 € {—1,—-2,...,—m + 1}.
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Zaradi kreinovega pogoja 62 > 64 odpade moznost 3 = —1. Zaradi istega
kreinovega pogoja moramo preveriti konéno mnogo moznosti:

(05,0,) € {(a,b);a,b €N, —2>a>-m+1,a—1>b>—a’}.

Stevilo moznosti, ki jih moramo preveriti, pa na zalost hitro naraséa. Ce hoéemo
poiskati vse antipodne kvociente antipodnih razdaljno-regularnih grafov pre-
mera 4, za katere je A > k/m, moramo preveriti 3(m? — m)(m — 2) moznosti.
Ce predpostavimo, da smo ze pregledali vse moznosti, za katere je A > k/(m—1),
se Stevilo novih primerov nekoliko zmanjsa: m? —3m+ 2. Toda vseeno moramo
za m = 5 preveriti 12 novih moznosti, 20 novih moznosti za m = 6, za m =7
dobimo 30 novih moznosti, in tako naprej.

Kar pa je za nas prenaporno delo, nebi smelo biti prenaporno za racunalnik.
Cel postopek iskanja antipodnih razdaljno-regularnih grafov, ki imajoa; = A >
k/m smo sprogramirali v Mathematici. V dodatku na koncu dela so podane
tabele antipodnih razdaljno-regularnih grafov, za katere je A > k/m za nekatere
vrednosti Stevila m.

Prav tako se da nekoliko posplositi lemo 7.2.3. V lemi 7.2.3 smo iskali an-
tipodne kvociente antipodnih razdaljno-regularnih grafov premera 4, za katere
je u > k/2. Poglejmo si, kako bi postopali v primeru, ko bi hoteli poiskati us-
trezne krepko regularne grafe z y > k/m. Najprej preverimo, kateri od grafov,
ki imajo A > k/(m + 1), imajo tudi g > k/m. Nato predpostavimo, da je
A < k/(m+1). Torej imamo

-1
02(_04) =k—p< M (7_2)
m
in k
A u< -——\ .

Enacbo 7.3 pomnozimo z m? — 1 ter ji nato pristejemo enac¢bo 7.2. Dobimo
(m2 — 1)92 + (m2 - 1)04 — 9204 S 0

oziroma ) . )

—(m? —1)6, 21 —2m +1.

m2—1—94 m2—1—94

Desna stran neenacbe je strogo manjsa od m? — 1 (lahko predpostavimo, da je

m > 2, torej je B € {1,2,...,m? — 2}.

Fiksirajmo sedaj 0, := a, kjer je 1 < a <m?—2. Kerje A\=pu+0,+ 6, =

k+60:0y+ 60+ 0, <k/(m+1), velja
m+1

)

IN

k<

(afy+a+0,).
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Iz Kreinovega pogoja, ki ustreza parametru g}, za antipodne razdaljno-regular-
ne grafe premera 4, pa dobimo

S 02 + 2a6? — a26’4'

k
- 2(I,+G,2—04

Grafa funkcij f(60;) = —(abs+a+0,)(m+1)/min g(6;) = (602+2a62—a?0,)/(2a+
a®> — 0,) se sekata v dveh tockah: Ti(zy,y1) in Ty(zo, ). Da se videti, da je
1 < —1lin -1 <2y < 0. Ker je —a(m + 1)/m = f(0) < 0 = g(0), ustrezen k
obstaja samo v primeru, ko je z; < 6, < —1. Od tod dobimo zgornjo mejo za
k:

k<m+1

(—az; —a — ).

Na zalost moramo tudi v tem primeru pregledati kar dosti moznost, tako da
preverjanje ne gre brez pomoci racunalnika.

Seveda pa na tak na¢in lahko izboljsamo tudi oceno iz izreka 7.2.4. Ce namre¢
poznamo vse ustrezne krepko regularne grafe, za katere je A > k/my in p >
k/ms, potem za ostale ustrezne krepko regularne grafe velja

k(k—X—1 —
no1mpy FEZAZD e mmy
v my
oziroma N
7’1,—1>/~cml e — me — M.
my

Od tu pa dobimo

k< {ml(n—l—kmz) J

mi + mimey — Moy

V izreku 7.2.4 smo imeli m; = 4 in my = 2, torej

< |0

Ce pa je m; = my = m, dobimo neenakost

k< \‘n—l—i—mJ _ {n—l_%lJ.
m m




Poglavje 8

PREMER RAZDALJNO-
REGULARNEGA GRAFA

Znani so samo trije razdaljno-regularni grafi, katerih premer d je veéji ali enak
2k, kjer je k stopnja grafa. To so

e Tutteova 12-kletka s preseénimi stevili {3,2,2,2,2,2;1,1,1,1,1, 3},
e Biggs-Smithov graf s preseénimi stevili {3,2,2,2,1,1,1;1,1,1,1, 1,1, 3},
e Fosterjev graf s prese¢nimi §tevili {3,2,2,2,2,1,1,1;1,1,1,1,2,2,2, 3}.

Razlaga tega dejstva (oziroma konstrukcija razdaljno-regularnih grafov, za kate-
re je d > 2k) in konstrukcija dobre zgornje meje za premer razdaljno-regularnega
grafa sta verjetno dva glavna odprta problema na podroc¢ju teorije razdaljno-
regularnih grafov. Oba pa sta globoko povezana s §e enim ciljem, to je klasi-
fikacijo razdaljno-regularnih grafov.

Znanih je kar nekaj zgornjih mej za premer razdaljno-regularnih grafov. Ter-
williger [31] je podal zgornjo mejo za premer dvodelnih razdaljno-regularnih
grafov, ki je izrazena s stopnjo grafa k in dolzino najkrajSega cikla grafa. God-
sil [15, Thm. 13.5.5] je podaj zgornjo mejo za premer razdaljno-regularnih
grafov, ki niso popolni vec¢delni grafi. Njegova meja je izrazena z veckratnostjo
netrivialne lastne vrednosti. Mejo za premer razdaljno-regularnih grafov sta
podala tudi A.A. Ivanov [7, Thm. 5.9.8] ter Bannai & Ito [2].

V tem poglavju si bomo ogledali dve meji za premer razdaljno-regularnih grafov.
V prvem razdelku bomo dokazali Pyberjevo neenakost, v drugem pa Hiraki-
Koolenovo neenakost.

81
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8.1 Pyberjeva neenakost

Izpeljali bomo zgornjo mejo za premer razdaljno-regularnih grafov, katere avtor
je Laszlo Pyber [27]. Njegovemu dokazu neenakosti bomo v tem razdelku tudi
sledili. Pyber je zgornjo mejo za premer grafa izrazil s Stevilom vozlis¢ tega
grafa. Njegov izrek se glasi takole.

Izrek 8.1.1 (Pyber [27]) Naj bo G razdaljno-reqularen graf na n wvozliicih,
stopnje k > 3 in premera d. Potem je

d < 5logy n.

Najprej pa dokazimo nekaj pomoznih rezultatov, ki jih bomo potrebovali pri
dokazovanju tega izreka.

Lema 8.1.2 (Koolen [25]) Naj bo G razdaljno-reqularen graf premera d in
Ce—1 < Ce 2a meko naravno Stevilo e € {2,...,d}. Potem

(i) Za poljubni dve vozliséi u in u' ki sta na razdalji e obstaja bijektivna
preslikava

®:S(u)NSe 1(u) = Se1(u)NS'),
za katero je d(v, ®(v)) > e — 2
(71) ¢;+ ce i < e za vsaki, 1 <i<e—1.

DoxkAz. Naj bosta v in u' vozliséi grafa G na razdalji e.
(i) Definirajmo naslednji mnozici:

C:=85u)N Seq1(u), C':=Sc_1(u)nS).
Za vsako vozliscée ¢ € C in vsako vozlisée ¢ € C' definirajmo
P..={2 e€C';d(c,a') >e—1}, P,:={xeC;d(x)>e—1}.

Po sami definiciji prese¢nih §tevil ¢; velja |C| = |C'| = ¢.. Ker razdalja med
poljubnima, vozlis¢ema ¢ € C ter ¢’ € C' ne more biti manjsa od e — 2, je

P =C'\ Ses(0) = C'\ (S(u) N 5,2(c))

ter

Pi=C\ Seale) = O\ (S(u) N Seale)).

Zato je |P,| = |P.| = ce — ce—1, kar pa je po predpostavki strogo vecje od 0.
Naj bo A graf z mnozico vozlis¢ C U C'. Vozlisée ¢ € C naj bo povezano z
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vozlisée ¢ € C je povezano z vsemi tistimi vozliséi ¢ € C’, ki so od njega
oddaljeni za e — 1 ali e. Torej je graf A dobro definiran. Poleg tega je regularen
stopnje ¢, — c.—1 in dvodelen. Po znanem Hallovem izreku iz teorije grafov — glej
naprimer Diestel [9, Thm. 2.1.2, Cor. 2.1.4] — zato vsebuje popolno prirejanje,
ki nam definira funkcijo ® iz.

(ii) Vozliséi v in u' naj bosta vozliséi grafa G, ki sta na razdalji e. Naj bo
1 <i<e—1in naj bo v vozlisée, za katero velja d(u,v) =i in d(v,u’) = e — i.
Definirajmo

A={ceC;d(c,v)=i—1} in A :={deC;dwvd)=e—1i—1}.

Ker je A= S(u)NS;i_1(v) in A" = S(u') N Se_i—1(v), je |A| = ¢ in |A']| = ce—s.
Trdimo, da je ®(A) N A’ = (). Pa naj bo z € ®(A) N A’. Potem obstaja tak
y € A, za katerega je x = ®(y). Toda d(y, P(y)) < d(y,v) + d(v,®(y)) =
t—14+e—1—1=e—2, kar pa je v protislovju z lastnostjo funkcije ®, ki smo
jo dokazali v (i). Sedaj pa imamo

CiF Cei = |A| + A = [@(A)[ + |A| = [®(A) U A'| < |C'] = ce.

O

Naslednja lema se pokaze na zelo podoben nacin, zato jo bomo navedli brez
dokaza.

Lema 8.1.3 (Pyber [27]) Naj bo G razdaljno-regularen graf premera d in naj
b0 by—er1 < bg—e za neko celo stevilo e € {2,...,d}. Potem

(i) Za poljubni dve vozliséi u in u' ki sta na razdalji d — e obstaja bijektivna
preslikava
®:S(u)NSg_er1(v) = Sy_er1(u) NS,

za katero je d(v,®(v)) <d —e+2
(#) Cei+ ¢ < bg_e za vsaki, 1 <i<e—1. O

Tudi naslednji rezultat Ivanova bomo navedli brez dokaza. Bralec lahko dokaz
prebere v Brouwer et al. [7, Cor. 5.9.6]:

Trditev 8.1.4 (A.A. Ivanov) Naj bo G razdaljno-regularen graf in i > 1 nar-
avno Stevilo. Ce za preseéna Stevila grafa G velja (ci—1,bi—1) # (¢, b)) = -+ - =
(Citjs bitj), potem

(i) j+1<i

(it) ce je j +2 <, potem je b; > 2¢; 44 0
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Rabili bomo tudi naslednjo lemo:

Lema 8.1.5 (Py:ber [27]) Naj bo G razdaljno-regularen graf stopnje k > 2 in
premera d > 2. Ce obstaja tak indeks ¢ za katerega je 2 > kyi1/ke, potem velja
naslednje:

(i) £ < log, ki,

(ii) ce za preseéna Stevila grafa G velja

(¢, bi) = -+ - = (Civjir1, bitje1)
za neki>1 1 j >0, potem je j+1 < /.

Opomba: Ce indeks ¢ ne obstaja, ¢e je torej 2 < k;/k;_1 za vsak 1 < i < d,
potem imamo
kq > 2kay > 2%kqy > -+ > 2%,

in zato d < log,k4 < log,n. Premer takega grafa torej ze ustreza neenakosti, ki
jo hocemo dokazati.

DokAz. (i) Iz leme 2.3.1 sledi, da je zaporedje k;/k;—; monotono padajoce.
Torej je ki/ki_y > 27a 1 < i < /£inod tod ky > 2k, y > 22kp g > --- > 26,
Tocka (i) sledi.

(i) Ker je ki 1/k; = b;/civ1, je po predpostavkah tocke (ii)

kivi  kiyo  Kigjn

ki ki1 kivj

Po definiciji §tevila ¢ pa imamo

ke Ren
ko1 ke

Ce je i < ¢, potem je tudi i +j + 1 < £ in trditev (ii) sledi.
Ce pa je © > ¢, potem imamo
bi ki1 < ket

= < 2.
Cit1 ki = ke

Ce je (c1,b1) = (ci,b0;) = (Cit1,bit1), potem je ciy1 = ¢ = 1in bj/ciy1 = b; <
2. Zato je by = b; = 1. Ker pa je zaporedje b; padajoce in je by_1 > 0, je
by =+ =Dbg =1. Polemi 2.3.1jetudici =+ =c4_1 = 1. Cejea; >0,
potem je vsaka povezava grafa G vsebovana v nekem trikotniku. Vzemimo sedaj
poljubno povezavo med S;(u) in Sy(u), kjer je u poljubno vozliscée grafa G. Ker
mora biti ta povezava vsebovana v nekem trikotniku in ker je by =1, je ¢co > 2,
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torej d = 2. To pa je v protislovju s predpostavko leme, da je d > 2. Torej je
a1 = 0, kar pa pomeni, da je k = ¢; + by = 2. To pa je spet v protislovju s
predpostavko leme, da je k > 2.

Zato je (c1,b1) # (¢, b;) in po trditvi 8.1.4 (i) dobimo, da je j+2 < 4, po trditvi
8.1.4 (ii) pa

Kji1 - b > 2.
kj Ci+1
Po definiciji stevila ¢ velja j < £ oziroma j + 1 < /. O

Sedaj pa dokazimo glavni izrek tega poglavja.

DokAz 1ZREKA 8.1.1. Ce za vse indekse i € {0,1,...,d — 1} velja, da je
2 < kiy1/k;, potem je izrek ze dokazan (glej opombo po lemi 8.1.5.

Sicer pa naj bo stevilo £ definirano kot v lemi 8.1.5. Pokazimo, da za nek indeks
x€{204+2,20+3...,30+ 2} velja c,_1 < ¢, ali by_q > by. Ce velja

(caey2, baes2) = - - = (C3042, baeta), (8.1)

potem je po lemi 8.1.5 (ii) copy1 < Copyo ali pa bopr1 > bogya. Ce pa enakost (8.1)
ne velja, potem je ¢;—1 < ¢, ali b,—1 > b, ze zanek indeks x € {2¢+3,...,3(+2}.
Vsako izmed moznosti ¢,_; < ¢; oziroma b,_; > b, si bomo ogledali posebe;j.

Primer c,_; < ¢; : V tem primeru dobimo po lemi 8.1.2 za 1 = £ + 1:
Cy 2 Co+1 + Cg—p—1-

Upostevajmo, da je zaporedje Stevil ¢; narascajoce, dajex —f—1 > /+1,
in da je by < 2¢yy1 ter dobimo

Cy 2 20@4—1 > bZ-

Po lemi 2.3.1 (iv) pa je potem d < z + £. Ker pa je z < 3¢ + 2, sledi od
tod d < 40 + 2.

Primer b,_; > b, : Predpostavimo v tem primeru, da je
d>50+3>(x—1)+2(L+1).
Po lemi 8.1.3 (ii) imamo za i = £ + 1
bg > bg—1 > Coy1 + Ca—pr1—o-1.
Kerpajed—2+1—/4—1>50+3-3—-2—/F=/+1, je
by > 2cq41,

kar pa je v protislovju z definicijo stevila /.
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Torej v obeh dveh primerih dobimo d < 5¢ + 2. Ce je sedaj ks < n/2, potem
dobimo po lemi 8.1.5 (i) zeljeno oceno:

d§5€+2§5log2k3+2§5logQg+2§5log2n.

Ce pa je k; > 5, potem pa je

b k
_e: £+1<1’

Coy1 ke

torej by < cpp1. Po lemi 2.3.1 (iv) dobimo zato zopet isto oceno:

d <2< 2logyn <5 log,n.

O
Dokazana ocena je najboljSa do konstante natancno. Z drugimi besedami, ce

hoGemo oceno izboljsati, lahko izboljsamo samo konstanto 5. Ce namreé za graf
G vzamemo d-kocko, ima, graf 2¢ vozlis¢ in premer d, torej

d = logyn.

Funkcija logsn je torej v nekem smislu najboljSa mozna izbira.

8.2 Hiraki-Koolenova neenakost

V tem razdelku bomo dokazali zgornjo mejo za premer razdaljno-regularnih
grafov, ki sta jo dokazala A. Hiraki in J. Koolen v [17]. Dokaz bo povzet po
tem ¢lanku. Spet bomo najprej potrebovali nekaj pomoznih rezultatov. Za
zacetek pa dve definiciji.

Definicija 8.2.1 Naj bo G razdaljno-reqularen graf premera d s presecnimi
Stewili {bo, - ..,ba_1;¢1,...,cq} in naj bo ¢ < ¢q naravno Stevilo. Definirajmo

ne:={i;ci=c}| in & :=min{i;c; > ¢}

Definicija 8.2.2 Naj bo G razdaljno-regularen graf in u,v povezani vozlisci
grafa G. Potem je . '
D} = Di(u,v) := S;(u) N S;(v).



8.2. HIRAKI-KOOLENOVA NEENAKOST 87

Lema 8.2.1 Naj bo G razdaljno-regularen graf premera d, {bo, . ..,bg_1;
Ci,...,Cq} njegova preseéna Stevila in u,v sosednji vozlisci grafa G. Ce je ¢; =
cit1 2a neko maravno Stevilo i, potem med mnoZicama D™ in D! U Di, | ni
nobenih povezav.

DokAz. Naj bo z tocka iz mnozice D;:J’l. Ker je tocka x na razdalji z + 1 od
tocke u, poteka od to”ke x natanko c¢;; povezav do tock, ki so na razdalji ¢ od
tocke u, torej do mnozic di ,, D! ter DfH. Po drugi strani pa je tocka x na
razdalji 7 od tocke v. Zato od to”ke x poteka natanko ¢; povezav do tock, ki so
na razdalji i — 1 od tocke v, torej do mnozice d: ;. Ker pa je po predpostavki
leme ¢; 11 = ¢;, med mnozicama D}™" in D!UD? | ne more biti nobene povezave.
O

Lema 8.2.2 (Hiraki in Koolen [17]) Naj bo G razdaljno-regularen graf pre-
mera d in 1 < ¢ < ¢qg naravno stevilo. Potem je n, < 2€, — 3.

DokAz. Ogzna¢imo n := 7, in m := &.. Predpostavimo, da je n > 2m —
2 in poskusajmo priti do protislovja. Najprej iz te predpostavke zaklju¢imo
naslednje:

c<cm < C3m_3 < Cm+n—1 = Cm,

torej
Cm = Cm41 =" = Cmgn—1- (8.2)

Za dve vozliséi x in y grafa G ki sta na razdalji j € {1,2,...,d} definirajmo
naslednje mnozice:

Ci(z,y) = Sj-1(z) N S(y),
Aj(z,y) = Si(z)NS(y),
Bj(z,y) = Sjti(z)NS(y).

Zgornje mnozice imajo po definiciji presecnih Stevil grafa G ravno c¢;, a; in b;
elementov.

Izberimo si povezavo (u,v) grafa G. Nari§imo razdaljno particijo grafa G glede
na to povezavo, glej sliko (8.1). Pri tem upo§tevamo lemo 8.2.1. Dokaz bomo
naredili po korakih.

(i) Med D™ | in D™ ! ni nobene povezave.
Recimo, da bi obstajala povezava (w,,w), tako da bi wy € D™ ! in
wy € D™_,. Vzemimo w1 € DIt N S(w;) za vsak 1 <4 < m—1. Ker
je €¢m =+ ++ = C3m_3, dobimo zaradi leme 8.2.1

Cm(wm, ’U}()) = Sm_l(wm) N S(’U)()) g

C Dy, NS(wo) € Cr(v,wo) \ Cra—1(u; wo).
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Slika 8.1: razdaljna particija grafa G glede na povezavo (u,v)

Ker pa je Cyp1(u,wy) C Cp(v,wp), je ¢m < € — Cp1. Zato mora biti
cm—1 = 0, kar pa je protislovje. S tem smo pokazali, da med mnozicama
D™ in D! ni nobene povezave.
Vzemimo sedaj poljuben z; € D™_, in x;11 € Djitl | N S(x;) za vsak 1 <
1 < m — 1. Ker po definiciji stevila m = &, velja ¢,,_1 < ¢,,, obstaja z, €
Crn(u, £1)\Crm—1(v, 21). Ker je Crn(u, 1) C D™ luD™ 3 jexy € D UD™ .

Ce bi zyp € D™, bi xy pripadal tudi mnozici C,, (v, 1), torej 2o € D™ 1.

(i) Cr—1(u,20) C Bp(@m, To)-
Res, naj bo w poljubno vozlisée iz Cy,_1(u,xo). To pomeni, da je w
povezan z z, in da je w € D™} U D™ 2. V obeh dveh primerih je
W € Spy1(Tm), tore] y € By, (o, Tm)-

(111) Bm_l(U, 1‘0) N Cm_l(u, .I()) = Q)
Naj bo w € By,_1(v,20) N Cp(xm, x9). Ker je w € By,_1(v, ), je w €
D U D™t Ker pa je w € Cryoy(u, 0), je w € D2 U D™~2. Ti dve
mnozici pa se ne sekata, torej je naSa trditev pravilna.

(iv) Bm—1(v,m0) N Ap (T, 20) # 0
Recimo, da velja nasprotno: B, 1(v,Zo) N Am(Zm, o) = 0. Vzemimo
poljuben w € By,_1(v,z0). Torej je w € D™ UD — m™ . Ker w ¢
Am(Tm, To), je d(w,z,) # m. torej je d(w,z,) = m+ 1 in zato y €
By (%, o) oziroma B, 1 (v, 29) C Bp(xm, o). Ker je po koraku (ii) tudi
Cr1(u, o) C Bn(Zo, Tm), je Cm—1(t, 20)UBp_1(v, 20 C Bm(Zo, Tm)- Ker
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pa je po koraku (iii) presek By, 1(v,x¢) N Cp_1(u, o) prazna mnoZzica, je
Cm—1 + bm_1 < by, kar pa je v protislovju z dejstvom, da je b,,_1 > by,.

Naj bo sedaj y poljubno vozlisée iz B,,_1 (v, o) N Ap(Tm, o). OCitno je y € DI
Naj bo s tako najvecje celo Stevilo med 0 in 2m — 3, da obstajata povezani
vozli§éi zo € Dty in 2z € DvfS |, tako da velja d(zo,20) = s + 1. Poti
dolzine m med y in xz,, nam zagotavlja obstoj Stevila s. Definirajmo Se vozlis¢a
Ziv1 € Dzizﬂ_l N S(z) za vsak 1 < 1 < 2m — s — 3. Zaradi leme 8.2.1, je
d(Zo, ZQm_s_Q) =2m —s— 2.

(v) Com—s—2(22m—s—2,20) C Dints
Naj bo w € Cop—s—2(29m—s-2,2). Torej je w € Dt | U D:Ziﬁﬂ Toda

¢e bi bil w € D511 | bi bilo to v protislovju z maksimalnostjo §tevila s.

(Vl) Qs—l—l (:EOa ZO) U OZm—s—Q(ZZm—5—2a ZO) g Cm—}-s(va 20)
Ce je w € Cy11(o, 20), je w € DIl zato je d(w,v) = m+ s — 1. Torej
je w e Cm_|_s(’U,Z()). Ce pa je w € CQm—s—Q(ZQm—s—Q;ZO)a je po koraku
(v) w € Dte . kar pa spet pomeni, da je d(w,v) = m + s — 1, torej

w € Crys(v, 20)-

(vil) Cst1(zo, 20) N Com—s—2(2om—s5—2,20) =0
Naj bo w € Cs11(o, 20) N Com_s_2(22m—s—2, 20). Podobno kot v koraku
(vi) vidimo, da mora potem veljati w € DS~ N DS | Toda Di5~1N

Dm+s (. S tem je korak (vii) dokazan.

m+s—1 =

Iz korakov (vi), (vii) in enakosti 8.2 pa takoj sledi, da je cs114cCom s 2 < Cmas <
Cmiom-3 = Cm. Sedaj moramo obravnavati dve moznosti. Ce jem—1<s
dobimo

€< Cm < Cop1 < Cst1 + Com—s—2 < Cm,

kar je protislovje. Ce pa je s < m — 2, potem imamo
¢ < tm < Com—s—2 < Cs41 + Com—s—2 < Cmy,
kar je spet protislovje. Lema je s tem dokazana. O

Lema 8.2.3 (Hiraki in Koolen [17]) Naj bo G razdaljno-regularen graf pre-
2
mera d in c naravno Stevilo, za katerega je n. # 0. Potem je & < mi + 1.

DokAz. Ker je n. # 0, je ocitno ¢ < ¢4. Naj bo sedaj ¢ najmanjse tako Stevilo,
za katerega zgornja lema ne drzi. Za to stevilo potem velja

02

ne#0 in &> m2 (8.3)
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Poskusajmo pridelati protislovje. Ker je & = 1 lema drzi za ¢ = 1. Ker je
& =m + 1 lema drzi tudi za ¢ = 2. Zato velja ¢ > 3.
Vpeljimo naslednje oznake:

=&, t:=[/2], a=c, s:=&,.
Ker je ¢¢ > c¢—1, dobimo z lemo 8.1.2 (ii) naslednjo neenakost:
C=0Ct 2 Cs+ s > a+a=2ax

(upostevali smo, da je £ — s > s, ker je s < £/2). Ocitno je n, # 0 in a < c.
Zato iz zgornje neenakosti ter minimalnosti Stevila c sledi

(12 2

c
=&, < — 1< — 1. 8.4
s=¢ _4771+ _16771+ (8.4)

Zaradi predpostavke (8.3) in ker je ¢ > 3, velja tudi £ > 2m; + 2. Torej je
t=1[£/2] >m +1in zato a = ¢; > ¢; = 1. Po lemi 8.2.2 imamo sedaj

S+Ne<s+2s—3=4(s—1)+1—s. (8.5)

Iz neenakosti (8.4) in zaradi minimalnosti §tevila ¢ pa dobimo Se

2
4(8—1)+1—8SCZ7’]1+1—8<£—8,

torej iz neenakosti (8.5) sledi
S+ My <E—s. (8.6)

Ker je zaporedje Stevil {¢;} monotono nepadajoce, dobimo z upostevanjem
definicije stevila &, neenakost

B = Ce—s 2 Cstpy > Q,

in zaradi o = ¢; Se
t+1<Eg. (8.7)

Iz predpostavke (8.3), definicije Stevila ¢, neenakosti (8.7 in minimalnosti stevila
c (saj je B < cin ng # 0) pa sledi

m < 4(€—2) < 8t < 8(& — 1) < 267,

torej ¢ < V2.

Po drugi strani pa spet iz leme 8.2.2 dobimo

t<s+ma—1<s+2s—3—1=3s—4.
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Zato po predpostavki (8.3), definiciji §tevila ¢, zgornji neenakosti in minimal-
nosti §tevila ¢ (saj je o < ¢), dobimo

c? o?

Torej je ¢ < v/6a.
Sedaj pa imamo po lemi 8.1.2 (ii)

c c
c=c>ctces=a+pB>—+—7>c¢,

VRN

kar pa je protislovje. S tem je dokaz koncan. 0

Sedaj pa pokazimo prvega izmed dveh glavnih rezultatov tega razdelka.

Izrek 8.2.4 (Hiraki and Koolen [17]) Naj bo G razdaljno regularen
graf premera d in stopnje k > 2. Potem je

1
d < = k%n,.
5 T

DokAZ. Naj bo ¢ := ¢4. Vzemimo najprej, da je 2¢ < k. Ce je ¢ = 1, potem
trditev izreka ocitno drzi, ker je n; = d. Sicer pa imamo po lemi 8.2.2 in lemi
8.2.3

2 3k2
d= §c+77¢_1<§c+2§c_3<3(€_1)<34771 44771< k2771

Naj bo sedaj k/2 < ¢ < k—1. Potem iz a; + b; + ¢; = k za i = &, sledi
be, =k —ag, —ce, <k —ce, <cg. Od tod pa iz leme 2.3.1 in leme 8.2.3 sledi

c? k?

d<2§c§22771+2§ ?771 k771+7721 + 2.

Kerpajek>2inn >1,je kn, —m/2—2=m(k—1/2) —2 > 1/2, in zato
1
d < = k*n.
o

Na koncu si oglejmo Se prlmer ko je ¢ = k. Ker je po lemi 2.3.1 by 1> 0, je
co1 < kin zato & = d. Ce je d =1 ali d = 2 trditev oéitno drzi. Ce pa je
d > 3, potem imamo po lemi 8.2.3

2 1 1
d§2d—3:2§c—3§2%n1+2—3:§k2771—1<§k2771.

Izrek je s tem dokazan. 0
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Naslednji izrek navedimo brez dokaza [7, Thm. 5.9.9].

Izrek 8.2.5 (Ivanov) Naj bo G razdaljno-regularen graf stopnje k in r :=
max{i; (b;, ¢;) = (b1, ¢1)}. Potem je

m < kr.

O

Od tod in iz izreka 8.2.4 pa hitro dobimo naslednjo posledico, s katero tudi
zakljucujemo razdelek.

Posledica 8.2.6 (Hiraki in Koolen [17]) Naj bo G razdaljno-reqularen
graf premera d in stopnje k. Naj bo r := max{i; (b;, c; = (b1,¢1)}. Potem je

1
d < 5]{737'.



Poglavje 9
TOPLITZOVE MATRIKE

V tem poglavju bomo dokazali izrek, ki govori o faktorizaciji determinante
Toplitzove matrike. Faktorizacija determinante toplitzovih matrik majhnih di-
menzij mo€no spominja na razbitje matrike, iz katere izracunamo lastne vredno-
sti antipodnega razdaljno-regularnega grafa. Matriko v tem primeru razbijemo
na dve manjsi matriki. Iz prve nato izracunamo tiste lastne vrednosti tega
grafa, ki so tudi lastne vrednosti njegovega antipodnega kvocienta, iz druge pa
Se ostale lastne vrednost, glej izrek 6.3.2. Isti pristop kot v dokazu izreka 6.3.2
se izkaze za uspesnega tudi v tem primeru. Izrek je v svojem doktoratu napisal
in podal skico dokaza z ekvitabilnimi particijami ze Jurisi¢ [18, Prop. 7.2.2].

V prvem razdelku poglavja bomo podali definicijo Toplitzove matrike in si
ogledali dva primera faktorizacije njene determinante. V drugem in tretjem
razdelku pa bomo loceno obravnavali dva primera: primer, ko je matrika kvadratna
sode dimenzije, in primer, ko je matrika kvadratna lihe dimenzije.

9.1 Definicija toplitzove matrike
Definicija 9.1.1 Matrika T velikosti n X n je Téplitzova matrika, ce velja
i = jl = |k = hl = (T)ij = (T)kn-

Toplitzova matrika je torej matrika take oblike:

( a; a9 as Qg e Qp, \
as aq Q9 as O ¢ o |
T as (45} a1 Qo Lo Ap—2
- as Qg as a ... Qp_3

\ Gn Gp-1 QAp—2 0ap—3 ... ay /
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Za majhna stevila n lahko determinanto Toplitzove matrike T hitro razcepimo
na dva faktorja. Za n = 5 imamo naprimer

a b c d e
b a b c d 2c 2b e b—d
cbabcl=|c a+tc b+d ‘Z_; .|
dcbab| |bb+rd ate e
e d ¢c b a
zan =6 pa
a b c de f
g Z b Z : Zl a+b b+c c+d a—b b—c c—d
cci c Z a Z c = b+c a+d b+e|-|b—c a—d b-e
e d c b a b ctd bte atf cmdbmeand
fedc b a

Poskusimo najti pravilo za sploSen n.

9.2 Primer n = 2k

Najprej si oglejmo primer, ko je n sodo Stevilo, ko je torej n = 2k za neko Stevilo
k. V tem primeru je matrika 7" taksne oblike:

A B
=(a 1),
kjer sta A in B matriki velikosti £ X k. Matrika A je simetri¢na glede na obe
svoji diagonali, matrika B pa samo glede na drugo glavno diagonalo (od leve
proti desni od spodaj navzgor). Za poljubno matriko M ozna¢imo z M, matriko,
ki jo dobimo, ¢e matriko M prezrcalimo preko njene vodoravne osi, z M, pa

matriko, ki jo dobimo, ¢e M prezrcalimo preko njene navpicne osi. Dokazimo
sedaj naslednji izrek:

Izrek 9.2.1 Naj bo T Toplitzova matrika velikosti n x n, kjer je n sodo Stevilo.
Matriki A in B naj bosta matriki, ki sta definirani zgoraj. Potem je

det(T) = det(A — B,) - det(A + B,).

DoxkAz. Dokazali bomo, da je matrika 7" podobna matriki

A-B, 0
U_( 0 A+Bv)'
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Ni tezko videti, da za matriko A velja (A,), = (A,), = A, za matriko B pa
B, = (BT), in B, = (BT),. Kot v 6. poglavju z I} ozna¢imo identi¢no matriko
velikosti k x k, z K pa preko vodoravne (ali navpi¢ne) osi prezrcaljeno matriko
1. Za vsako k x k matriko M velja MK, = M,, in K;M = M,. Definirajmo

matriko R:
_ [ Kr Kg
R= ( e ) .

Matrika R je obrnljiva, saj je njen inverz enak

1/ K, -]

Rfl —_ _ k k )

(3

Pokazimo sedaj, da je TR = RU. Imamo torej
TR — A B\ ([ Ky K\ _ A,—B A,+ B
“\ BT A I, I, )\ (B"),—A (B",+A )"

Po drugi strani pa je

ry—( Ke Ko\ (A-B, 0 [ Ay—(By)y Ay +(By),
S\ =L, I 0 A+B, | B,— A A+ B, ’

Ker pa je A, = A,, (B,), = B in B, = (BY),, je TR = RU. Matriki T in U

sta si torej podobni in imata zato enaki determinanti. 0

9.3 Primer n =2k +1

Oglejmo si sedaj primer, ko ima Toplitzova matrika velikost n x n, kjer je n
liho Stevilo. V tem primeru je matrika 7" enaka

A =z B
T=\| 2" a (", |,
BT z, A
kjer sta A in B matriki velikosti k x k, £ = (ay;1,ax,...,a2)T pa je vektor

velikosti k. Matrika A je simetricna glede na obe svoji diagonali, matrika B pa
samo glede na drugo glavno diagonalo (od leve proti desni od spodaj navzgor).
Naj bo C matrika velikosti k£ + 1 x k£ + 1, ki je definirana takole:

_ [ @ 2(33T)n
C= ( T, A—!—Bv)'
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Izrek se v tem primeru glasi takole:

Izrek 9.3.1 Naj bo T Téplitzova matrika velikosti n X n, kjer jen = 2k =1
liho stevilo. Matrike A, B in C naj bodo matrike, ki so definirane zgoraj. Potem
je

det(T') = det(A — B,) - det(C).

DokAz. Tudi v tem primeru bomo pokazali, da sta matriki 7" in U podobni.
kjer je matrika U definirana takole:

A—B, 0 0
U= 0 a; 2(z7),
0 x, A+ B,

Matrika R, za katero velja TR = RU je v tem primeru enaka

Ky, 0 K
R = 0 1 0 ,
—I; 0 I
njen inverz pa je
1 Ky, 0 —I
—1
Ky 0 I
Najprej izracunajmo produkt T R:
A r B Kk 0 Kk
TR=| z' a ("), |- 0 1 0 |=
BT z, A I, 0 I

(B, — A =z, (B"),+A
Produkt RU pa je enak

RU = 0 1 0 . 0 a; 2(z"), | =
—Ik 0 Ik 0 LTy A + B'u

A'u - (Bv)v (mv)v Av + (B'u)v
= 0 ai Q(mT)n
B,— A x, A+ B,
Ker pa je A, = A, , (By), = B, (B"), = B, in (z,), = ¢, je TR = RU. Dokaz
je s tem koncan. O



Poglavje 10

TABELE DOPUSTNIH
PRESECNIH STEVIL

Zaporedje §tevil {bg,...,bg_1; c1,-..,cqa} je dopustno, ¢e izpolnjuje vse do sedaj
znane pogoje, katerim ustreza zaporedje presecnih Stevil razdaljno-regularnega
grafa. V tem poglavju bomo podali tabele (majhnih) dopustnih preseénih stevil
za antipodne razdaljno-regularne grafe premera 4. Ker je antipodni kvocient
takega grafa krepko regularen graf, je potrebnih pogojev nekaj vec kot za splosen
razdaljno-regularen graf premera 4. Presecna Stevila bomo razvrstili po velikost
presetnega Stevila a; (oziroma A v pripadajoc¢em antipodnem kvocientu) glede
na b() = k.

Za dane parametre (n,k,\, ;) najprej preverimo, ¢e zado§Cajo vsem znanim
potrebnim pogojem za obstoj netrivialnega nekonferen¢nega krepko regularnega
grafa:

a) O<pu<k<n-—1,

b) v—2k+pu—2>0,

c) v—2k+XA>0,

d) k(k—X—=1)=pn—-%k—1),

d) (= \)?+4(k — u) je popolen kvadrat,

e) Kreinova pogoja ¢i; > 0 in ¢2, > 0,

f) absolutne meje (glej Brouwer et al. [7, Thm. 2.3.3]),
)

ce je A < 1 ali p = 1, potem mora Stevilo A + 1 deliti stopnjo k&, glej
Brouwer et al. [7, Prop. 1.2.1].

)
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Ce parametri (n, k, \, i) zados¢ajo tem potrebnim pogojem, preverimo e po-
trebne pogoje za obstoj antipodnega krova indeksa r:

a

b

o

@

f

< l(n=1)/2],

r mora deliti y,

Kreinov pogoj qf; > 0,

) k
)

c) ¢e je A > 0 potem mora biti A + 4k popolen kvadrat,
)
) absolutne meje (glej Brouwer et al. [7, Thm. 2.3.3)),
)

Cejepu=2rink < 1)\()\ + 3), potem mora A+ 1 deliti k£ (glej Brouwer et
al. [7, str. 6]).

V prvem stolpcu tabele so prese¢na Stevila {bo, by, be, bs; ¢1, Co, €3, ¢4} antipod-
nega razdaljno-regularnega krova premera 4. V drugem stolpcu so podane lastne

vrednosti 6y >

- > #, krova, kjer eksponent pomeni veckratnost ustrezne

lastne vrednosti. V tretjem stolpcu pa bomo navedli, kaj vemo o obstoju grafa.
Znak “d!"” pomeni, da obstaja do izomorfizma samo en antipoden razdaljno-
regularen graf z danimi presecnimi §tevili. Znak “J” pomeni, da je grafov vec,
oziroma da $e ni dokazano, da je en sam. Znak “//” pomeni, da graf ne obstaja.
Ce pa je tretji stolpec brez oznake, potem to pomeni, da o obstoju antipodnega
razdaljno-regularnega grafa z danimi prese¢nimi Stevili Se ni ni¢ znanega.

10.1 A>1%
{16,9,4,1;1,4,9,16,} | 161,87,2%0 —228 414 ]l
{28,15,6,1;1,6,15,28} | 287,145,478 256 4% E]l
{28,15,9,1;1,3,15,28} | 28T, 14%% 428 2168 _435 [ //




10.2. ¥> 2>

=[x

k k
10.2 >A>7

99

{10,6,3,1;1,3,6, 10} 10T, 5%, 114 21545 /]
{10,6,4,1; 1,2, 6, 10} 107,512 114 230 _46 ]
{45,32,9,1;1,09, 32, 45} 45! 1521 390 3105935
{45,32,12,1; 1, 6, 32, 45} 4571572 390 _3210 _g35 3
{45,32,15,1; 1, 3, 32, 45} 451, 15105 390 _3525 _q35
{81, 56,18,1; 1,9, 56, 81} 811,27°0, 6144 3450 _gl105
{81,56,24,1;1, 3, 56, 81} 811,27200 gl44 31800 "_gl05
{117, 80, 18, 1 ; 1,18, 80, 117} 1171,39%7 9182 _3351 '_9gI95
12. 80 117 1 1 54 I82 _ 9702 __(l9%
{117,80, 24,1 ; 1, 12, 80, 117} 1713951 9182 _3 9 E]
{117,80, 27,1 ; 1,9, 80, 117} 1177, 3981 9182 —31053 —9t%s
{117, 80, 30,1 ; 1, 6, 80, 117} 117%,39135 9182 _31755 _gl195
{117, 80, 32,1; 1, 4, 80, 117} 1171, 39216 9182 —32808’ —919%
{117, 80, 33,1; 1, 3, 80, 117} 1177,39297 9182 _33861 _ql195
{189, 128, 27,1 ; 1, 27, 128, 189} | 189%,63%° 15231 3609 _9106
{189, 128, 36, 1 ; 1, 18, 128, 189} | 189',63°%, 15231, —31218 06
{189, 128, 45,1 ; 1,9, 128, 189} | 189%,631%5, 15231 33045 106
{189,128, 48, 1; 1, 6, 128, 189} | 189T, 63232, 15231 34872 106
{189,128, 51, 1 ; 1, 3, 128, 189} 1891,63493,15231,—31035§ —g108
{261,176, 36, 1 ; 1, 36, 176, 261} 2611,8730,21261,—3870,—79638
{261,176, 54, 1; 1, 18, 176, 261} | 261T,87°0, 21261 32610 _ 638
{261,176, 60, 1 ; 1, 12, 176, 261} | 261T,87150, 21261 34350 _638
{261,176, 63,1; 1,9, 176, 261} | 261T,87210 21261 36090 "_g638
{261,176, 64, 1; 1, 8, 176, 261} | 261T,872%0 21261 _ 36960 "_g638
{261,176, 66,1 ; 1, 6, 176, 261} | 261T,87330 21261 _3%70 _ 638
{261,176, 68, 1; 1, 4, 176, 261} 2611,87510,21261,—314795 —Qo38
{261,176, 69, 1; 1, 3, 176, 261} | 261T,87%90 21261 320010 "_ 638
10.3 E£> ) >tk
* 4 — 5
{27,120, 6,1; 1, 3, 20, 27} 271 9% 355 _3132 _ @32
{96, 75,16, 1 ; 1, 16, 75, 96} 061, 24%6 4252 _4276 _ 1659
{96,75,24,1;1, 8,75, 96} 061, 24138 4252 _ 4828 _ 1659
{96, 75,28,1; 1,4, 75, 96} 061, 24322 4252 _ 41932 "_ 1669
{104, 81,20,1; 1, 4, 81, 104 104T, 26504 8247 _41976 _1()208
bt ) ’ } 0 726 78 ) 4 ) 10
, , . 8. 99128 12 1 175 Q308 __ 41400 __ 19216
{128,99,24,1; 1, 8,99, 128} 8T 32175 8308 _ 41400 _ 19
, , , -1.24 135 176 1 T 56 Q440 __ 4616 __ 1/231
{176,135, 24, 1 ; 1, 24, 135, 176} | 176T,4456 810 4516 "_16
{176,135,32,1; 1, 16, 135, 176} | 1767,44112 8410 41232 "_ 16231
{176,135, 36, 1 ; 1, 12, 135, 176} | 176T,44168 8140 41818 " 16231
{176, 135,40, 1 ; 1, 8, 135, 176 1761, 44780 8140 _ 43080 _ 16231
b) b) bl } bl 4 38 b) 4 b) ]'6
{176,135,42,1; 1, 6, 135, 176} | 176T,443%92 8110 41312 _ 16231
{176, 135,44, 1; 1, 4, 135, 176 1767, 44516 g0 _ 5778 16201
; 1,4, 135, 176} 761, 44516 810 _ 48776 _16
{176,135,45,1; 1, 3, 135, 176} | 1767,44%70 8410 49210 "_ 16231
{176,135, 32, 1; 1,4, 135, 176} | 1767,44558 14311 46138 10795
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{308, 234, 21, 1 ; 1, 21, 234, 308} 3081, 77100 38308 '_41925 ~_ 71716
{308, 234, 28, 1 ; 1, 14, 234, 308} 3081, 77200 38308 '_43850 71716
{308, 234, 35,1 ; 1, 7, 234, 308} 3087, 77500 38308 "_49625 ~_ 71716
{308, 234, 36, 1 ; 1, 6, 234, 308} 308", 77600 38308 "_4TT550 _ 71716
{308, 234, 39, 1 ; 1, 3, 234, 308} 3087, 771300 38308 ~_ 425025 "_ 71716
{320, 243, 30, 1 ; 1, 30, 243, 320} 3207, 8077,26%10 41540 _1(t176
{320, 243, 40, 1 ; 1, 20, 243, 320} 3201,8015%, 26410, _43080 _1(1176
{320, 243, 45, 1 ; 1, 15, 243, 320} 3201,80231, 26440, —41620 _1(1176
{320, 243, 48, 1 ; 1, 12, 243, 320} 3201,80308, 26410, 46160 _1(1176
{320, 243, 50, 1 ; 1, 10, 243, 320} 3207, 80%85,26%40, 47700 _1(IT76
{320, 243, 54, 1 ; 1, 6, 243, 320} 3207, 80593, 26440, —413860 _ 101176
{320, 243, 55, 1 ; 1, 5, 243, 320} 3207, 80847,26%10 416910 _1T176
{320, 243, 56, 1 ; 1, 4,243, 320} 3201,801078,26440,—421565,—101176
{320, 243, 57, 1 ; 1, 3, 243, 320} 3207, 801463 26710 429260 _1(t176
{336, 255, 40, 1 ; 1, 40, 255, 336} 3367, 8464 16693 41344 —716714
{336, 255, 60, 1 ; 1, 20, 255, 336} 3367,84192 16593 41032 _16714
{336, 255, 64, 1 ; 1, 16, 255, 336} 3367,84%56, 16593 45376 _16714
{336, 255, 70, 1 ; 1, 10, 255, 336} 3367,84%18 16593 49108 _ 16714
{336, 255, 72, 1 ; 1, 8, 255, 336} 3361,84576, 16593, _412096 _ 16714
{336, 255, 75, 1 ; 1, 5, 255, 336} 3367,84%60 16593 420160 _ 16714
{336, 255, 76, 1 ; 1, 4, 255, 336} 3361, 841216 16593 475536 _ 16711
{336, 255, 24, 1 ; 1, 12, 255, 336} 3361,84247,50285,—45137,—’62431
{336, 255, 32, 1 ; 1, 4, 255, 336} 3367, 84988 50285 420748 _g2431
{392,297, 68, 1; 1, 4, 297, 392} 3927 981310 39169 _ 432830 _1(1510
{416, 315, 48, 1 ; 1, 48, 315, 416} 4167,104%6,20780, 41716 "_16T00T
{416, 315, 64, 1 ; 1, 32, 315, 416} 4167,104132 20780, 43132 _ 161001 3
{416, 315, 72, 1 ; 1, 24, 315, 416} 4167,104198 20780, 45148 _ 161001
{416, 315, 80, 1 ; 1, 16, 315, 416} 4167, 104330 20780, 43580 _ 161001
{416, 315, 84, 1 ; 1, 12, 315, 416} 4167,104%62 20780, _412012 "_ 161001
{416, 315, 88, 1; 1, 8, 315, 416} 4167,1047%6 20780 4TSS —16T00T
{416, 315,90, 1 ; 1, 6, 315, 416} 4161,104990,20780,—425740:—161001
{416, 315, 92, 1 ; 1, 4, 315, 416} 4167, 1041518 20780 439468 ~_ 161001
{416, 315, 93, 1 ; 1, 3, 315, 416} 4167, 1042096 2780, 453196 _16100T
{480, 363, 93, 1 ; 1, 3, 363, 480} 4807, 1202296 32615 _ 4068880 _ 191680
{896, 675, 96, 1 ; 1, 96, 675, 896} 8961, 22471, 441061 "_ 43976 _ 162982
{896, 675, 128, 1 ; 1, 64, 675, 896} 8961, 224112 441061 47952 " 162982
{896, 675, 144, 1 ; 1, 48, 675, 896} 89671, 22413 441061 —41192;5, —162982
{896, 675, 160, 1 ; 1, 32, 675, 896} 8967, 224355 441064 _ 419880 _ 12982
{896, 675, 168, 1 : 1, 24, 675, 896} 8961, 224497 441061 o) —162982
{896, 675, 176, 1 ; 1, 16, 675, 896} 8967, 224781 441061 4T3, —162982
{896, 675, 180, 1 ; 1, 12, 675, 896} 8961, 2241065 441064 459510 —162982
{896, 675, 184, 1 ; 1, 8, 675, 896} 8967, 2241633 441064 — TS, —162982
{896, 675, 186, 1 ; 1, 6, 675, 896} 89671, 2242201 441061 —412325é, —162%82
{896, 675, 188, 1 ; 1, 4, 675, 896} 8961, 2243337 441061 _ 4186872 "_ 152982
{896, 675, 189, 1 ; 1, 3, 675, 896} 8961, 2241173 441061 _ 4250188 "_ 152982
{1136, 855, 120, 1 ; 1, 120, 855, 1136} | 1136T,28472 561136 45112 167017
{1136, 855, 180, 1 ; 1, 60, 855, 1136} | 11367, 284216 561136 415336 _ 161017
{1136, 855,192, 1 ; 1, 48, 855, 1136} | 11367,284288 561136 420448 167017




104. £>x>

=[x

{1136, 855, 200, 1 ; 1, 40, 855, 1136}

11361, 284360, 561136, _4255607 _164047

{1136, 855, 210, 1 ; 1, 30, 855, 1136}

11361, 284504, 561136, _4357847 _164047

{1136, 855, 216, 1 ; 1, 24, 855, 1136}

11361, 284648, 561136, _4460087 _164047

{1136, 855, 220, 1 ; 1, 20, 855, 1136}

11361, 284792, 5611367 _4:562327 _164047

{1136, 855, 224, 1 ; 1, 16, 855, 1136}

11361, 2841008, 5611367 _4715687 _164047

{1136, 855, 225, 1 ; 1, 15, 855, 1136}

11361, 2841080, 561136, _4766807 _164047

{1136, 855, 228, 1 ; 1, 12, 855, 1136}

11361, 2841368, 561136, _497128, _164047

{1136, 855, 230, 1 ; 1, 10, 855, 1136}

11361, 2841656, 561136, _4117576’ _164047

{1136, 855, 232, 1 ; 1, 8, 855, 1136}

11361, 2842088, 561136, _4148248’ _164047

{1136, 855, 234, 1 ; 1, 6, 855, 1136}

11361, 2842808, 561136, _4199368’ _164047

{1136, 855, 235, 1 ; 1, 5, 855, 1136} | 11367,284%38% 561136 4210261 " 16017
{1136, 855, 236, 1 ; 1, 4, 855, 1136} | 11367,284%248 561136 4301608 "_ 161047
{1136, 855, 237, 1 ; 1, 3, 855, 1136} | 11367,284588 561136 4105818 *_161017
104 E>)2>E&
5 — 6
{6,4,2,1;1,1,4,6} 61,312 19, 218 _35 ]
{56, 45,12, 1 ; 1, 12, 45, 56} 561,1436 2140 _ 4126 "_ 1621
{56, 45,16,1;1, 8, 45, 56} 561,1472,21%0 4252 1621 E]]
{56,45,18,1; 1, 6, 45, 56} 561,14108 2140 _ 4378 _162T //

{56, 45, 20, 1; 1, 4, 45, 56}

561, 14180, 2140, _4630, _1621

{56, 45, 21,1 ; 1, 3, 45, 56}

561, ]_4:2527 2140’ _48827 _1621

{175, 144, 25,1 ; 1, 25, 144, 175}

1751 3585 5560 _5595 _25119

{175, 144, 40, 1 ; 1, 10, 144, 175}

1751’ 35340’ 5560, _52380’ _25119

{175,144, 45,1 ; 1, 5, 144, 175}

1751, 357657 5560’ _55355’ —2519

{175,144, 7,1, 1, 7, 144, 175}

1751 35247 23455’ _51729’ _71520

{220, 180, 22, 1 ; 1, 11, 180, 220}

22017 442907 17550’ _52552’ _11870

{220, 180, 30, 1 ; 1, 3, 180, 220}

2201’ 441450’ 17550’ _512760’ _11870

{325, 264, 50, 1 ; 1, 25, 264, 325}

32517 65210, 101040, _52730, _25429

{325, 264, 60, 1; 1, 15, 264, 325}

3251 65420 101040 _55460 _25429

{325, 264, 70, 1 ; 1, 5, 264, 325}

3251’ 651470, 101040, _519110, _25429

{325,264, 72,1 ; 1, 3, 264, 325}

3251, 652520, 101040’ _532760’ _25429

{475, 384, 50, 1 ; 1, 50, 384, 475}

4751’ 95115’ 151425’ _52185’ _25874

{475, 384, 75, 1 ; 1, 25, 384, 475}

4751, 95345, 151425, _56555, _25874

{475, 384, 80, 1 ; 1, 20, 384, 475}

4751’ 95460’ 151425’ _58740’ _25874

{475, 384, 90, 1 ; 1, 10, 384, 475}

4751, 9510357 1514257 _519665, _25874

{475,384, 95, 1; 1, 5, 384, 475}

4751 952185 151425 _541515 _25874

{475,384, 96, 1; 1, 4, 384, 475}

47517 9527607 1514257 _5.524407 _25874

{675, 544, 63, 1; 1, 9, 544, 675}

6751, 1351444’ 67675, _538988’ _95100

{775,624, 75, 1 ; 1, 75, 624, 775}

7751, 1551257 2519847 _53875, _252015

{775, 624, 100, 1 ; 1, 50, 624, 775}

7751’ 155250’ 251984, _57750, _252015

{775, 624, 120, 1 ; 1, 30, 624, 775}

77517 155500’ 251984’ _5155007 _252015

{775, 624, 125, 1 ; 1, 25, 624, 775}

7751’ 155625’ 251984, _519375’ _252015

{775,624, 135, 1 ; 1, 15, 624, 775}

77517 1551125, 251984’ _534875’ _252015

{775, 624, 140, 1 ; 1, 10, 624, 775}

7751’ 1551750, 251984’ _554250’ _252015
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{775, 624, 144, 1 ; 1, 6, 624, 775}

7751, 15530007 251984, _593000, _252015

77517 ]_5536257 251984, _51123757 _252015

1,66
{775,624, 145, 1 ; 1, 5, 624, 775}
{775, 624, 147, 1 ; 1, 3, 624, 775}

77517 15561257 2519847 _51898757 _252015

{975, 784, 125, 1 ; 1, 25, 784, 975}

97517 1957597 551287, _5296017 _154784

{1075, 864, 100, 1 ; 1, 100, 864, 1075}

107517 2151307 3523657 _555907 _253354

{1075, 864, 150, 1 ; 1, 50, 864, 1075}

10751, 215390, 352365, _516770, _253354

{1075, 864, 160, 1 ; 1, 40, 864, 1075}

10751’ 215520’ 352365, _522360’ _253354

{1075, 864, 175, 1 ; 1, 25, 864, 1075}

10751, 215910, 352365’ _539130, _253354

{1075, 864, 180, 1 ; 1, 20, 864, 1075}

10751’ 2151170’ 352365’ _5503107 _253354

{1075, 864, 190, 1 ; 1, 10, 864, 1075}

10751’ 2152470’ 352365’ _5106210’ _253354

{1075, 864, 192, 1 ; 1, 8, 864, 1075}

107517 2153120, 352365, _51341607 _253354

{1075, 864, 195, 1 ; 1, 5, 864, 1075}

]_07517 2]_550707 352365, _52180107 _253354

{1075, 864, 196, 1 ; 1, 4, 864, 1075}

107517 21563707 352365, _52739107 _253354

{1375, 1104, 125, 1 ; 1, 125, 1104, 1375}

]_37517 2751337 4526407 _573157 _254807

{1375, 1104, 200, 1 ; 1, 50, 1104, 1375}

13751, 275532, 452640’ _529260, _254807

{1375, 1104, 225, 1 ; 1, 25, 1104, 1375}

413751, 2751197, 452640’ _565835’ _254807

{1375, 1104, 240, 1 ; 1, 10, 1104, 1375}

13751’ 2753192’ 452640’ _5175560’ _254807

{1375, 1104, 245, 1 ; 1, 5, 1104, 1375}

137517 2756517, 452640, _53584357 _254807

{2875, 2304, 250, 1 ; 1, 250, 2304, 2875}

28751, 5751397 9533357 _515985, _2512788

{2875, 2304, 375, 1 ; 1, 125, 2304, 2875}

28751, 575417, 9533357 _547955, _2512788

{2875, 2304, 400, 1 ; 1, 100, 2304, 2875}

28751, 575556, 953335, _5639407 _2512788

{2875, 2304, 450, 1 ; 1, 50, 2304, 2875}

287517 57512517 953335, _51438657 _2512788

{2875, 2304, 475, 1 ; 1, 25, 2304, 2875}

28751, 5752641’ 953335, _5303715, _2512788

{2875, 2304, 480, 1 ; 1, 20, 2304, 2875}

28751, 5753336’ 953335’ _5383640’ _2512788

{2875, 2304, 490, 1 ; 1, 10, 2304, 2875}

28751, 5756811’ 953335, _5783265, _2512788

{2875, 2304, 495, 1 ; 1, 5, 2304, 2875}

28751, 57513761, 953335, _51582515’ _2512788

{2875, 2304, 496, 1 ; 1, 4, 2304, 2875}

28751, 57517236, 953335’ _51982140’ _2512788

{3475, 2784, 300, 1 ; 1, 300, 2784, 3475}

347517 695140, 1153475, _519460, _2516124

{3475, 2784, 450, 1 ; 1, 150, 2784, 3475}

347517 6954207 1153475, _5583807 _2516124

{3475, 2784, 480, 1 ; 1, 120, 2784, 3475}

347517 695560, 1153475, _577840, _2516124

{3475, 2784, 500, 1 ; 1, 100, 2784, 3475}

34751, 695700, 11534757 _5973007 _2516124

{3475, 2784, 525, 1 ; 1, 75, 2784, 3475]

347517 695980, 11534757 _51362207 _2516124

{3475, 2784, 540, 1 ; 1, 60, 2784, 3475}

34751, 6951260, 1153475, _5175140’ _2516124

{3475, 2784, 550, 1 ; 1, 50, 2784, 3475}

34751’ 6951540, 1153475’ _5214060’ _2516124

{3475, 2784, 560, 1 ; 1, 40, 2784, 3475}

347517 6951960, 11534757 _52724407 _2516124

{3475, 2784, 570, 1 ; 1, 30, 2784, 3475}

347517 69526607 ]_]_534757 _53697407 _2516124

{3475, 2784, 575, 1 ; 1, 25, 2784, 3475}

347517 6953220, 11534757 _54475807 _2516124

{3475, 2784, 576, 1 ; 1, 24, 2784, 3475}

34751, 6953360, 1153475, _54670407 _2516124

{3475, 2784, 580, 1 ; 1, 20, 2784, 3475}

347517 69540607 11534757 _55643407 _2516124

{3475, 2784, 585, 1 ; 1, 15, 2784, 3475}

34751, 6955460, 1153475, _5758940’ _2516124

{3475, 2784, 588, 1 ; 1, 12, 2784, 3475}

34751’ 6956860’ 1153475’ _5953540’ _2516124

{3475, 2784, 590, 1 ; 1, 10, 2784, 3475}

34751, 6958260, 1153475’ _51148140, _2516124

{3475, 2784, 592, 1 ; 1, 8, 2784, 3475}

34751’ 69510360, 1153475, _51440040’ _2516124

{3475, 2784, 594, 1 ; 1, 6, 2784, 3475}

34751’ 69513860, 1153475’ _51926540’ _2516124

{3475, 2784, 595, 1 ; 1, 5, 2784, 3475}

347517 69516660, 1153475, _52315740, _2516124

{3475, 2784, 596, 1 ; 1, 4, 2784, 3475}

347517 69520860, ]_]_534757 _528995407 _2516124

{3475, 2784, 597, 1 ; 1, 3, 2784, 3475}

347517 69527860, 1153475, _538725407 _2516124
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