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V disertaciji se bomo ukvarjali z vprasanjem, kdaj so razdaljno-regularni grafi
1-homogeni, kot tudi z nekaterimi variacijami oziroma posploSitvami tega vpraSanja.
V grobem je disertacija razdeljena na tri dele. Prvi del, ki ga tvorita drugo in tretje
poglavje disertacije, je uvodni del. V njem bomo definirali razdaljno-regularne grafe
in 1-homogene grafe, ter predstavili nekaj njihovih osnovnih lastnosti. Prav tako
bomo opisali nekaj rezultatov o razdaljno-regularnih grafih ter 1-homogenih grafih,
ki jih bomo potrebovali v nadaljevanju disertacije.

V drugem delu disertacije (Cetrto poglavje) bomo obravnavali razdaljno-regula-
rne grafi brez trikotnikov, ki imajo lastno vrednost z veckratnostjo enako stopnji.
Pokazali bomo, da imajo razdaljno-regularni grafi s to lastnostjo nekatere dodatne
kombinatori¢ne lastnosti. V nekaterih primerih se izkaze, da zaradi teh dodatnih
kombinatori¢nih lastnosti lahko pokazemo, da so grafi 1-homogeni.

V tretjem delu disertacije pa se bomo ukvarjali s Q-polinomskimi razdaljno-
regularnimi grafi. Tudi v tem primeru se izkaze, da imajo ti grafi dodatne kom-
binatori¢ne lastnosti. Za nekatere izmed teh grafov bomo s pomocjo teh dodatnih
kombinatori¢nih lastnosti pokazali, da so bodosi 1-homogeni, bodisi so 1-homoghenim
grafom na nek naéin zelo podobni. Izpeljali bomo tudi nekaj potrebnih pogojev za
obstoj nekaterih @)-polinomskih razdaljno-regularnih grafov. Z njihovo pomoéjo bomo
dokazali, da doloceni @-polinomski razdaljno-regularni grafi ne morejo obstajati.
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Poglavje 1

Uvod

Pojem grafa je po eni strani zelo splosen, po drugi strani pa zelo prirofen. Prirocen
zato, ker ga matemati¢no (pa tudi intuitivno) zelo enostavno formuliramo s pomocjo
simetri¢nih relacij v neki mnozici. Prav zaradi tega pa je tudi zelo sploSen - v mnozici
namre¢ obstaja zelo veliko simetri¢nih relacij. Seveda bi bilo zaradi tega zelo naivno
pricakovati kakrsnokoli uporabno klasifikacijo vseh konénih grafov.

Vpra8anje klasifikacije pa postane bolj zanimivo in ne ve¢ tako brezupno v prime-
ru, ko Studiramo grafe, ki imajo dolofeno stopnjo regularnosti ali simetrije. Medtem
ko simetrija grafa ni ni¢ drugega kot avtomorfizem grafa, pa je regularnost grafa
definirana povsem numeri¢no. Zaradi tega ima dovolj velika stopnja simetrije grafa
vedno za posledico doloc¢eno regularnost grafa, obratno pa ni nujno res. Naprimer,
vsak po vozlis¢ih tranzitiven graf je tudi regularen, medtem ko obratno ne velja vedno.
Podobno je vsak razdaljno-tranzitiven graf tudi razdaljno-regularen, obratno pa tudi
v tem primeru ni nujno res.

Studij regularnosti in simetrije v matematiki ni nov. Platonska telesa (katerih
ogrodja so regularni grafi) so proucevali ze v antiki. Regularni grafi so bili delezni
intenzivnega prou¢evanja. Poznamo kar nekaj lepih rezultatov, ki veljajo za regularne
grafe, za sploSne grafe pa ne. Raziskovanje simetrij matemati¢nih objektov prav tako
nista znana samo v matematiki. Poznajo jih tudi v drugih znanostih, kot na primer
v fiziki in kemiji. Tudi v umetnosti sta bili regularnost in simetrija upodobljeni na
mnogo nacinov. V arhitekturi se to odraza v simetriji raznih stavb, v urbanizmu pa
lahko v zasnovi naselij naletimo tako na regularnost kot na simetrijo. Tudi v slikarskih
delih, med katerimi verjetno najbolj izstopajo dela M. C. Escherja, imamo mnogo
primerov, v katerih lahko obéudujemo nesteto nacinov upodobitve teh dveh pojmov.
Na regularnost in simetrijo pa naletimo tudi v glasbi. Verjetno so najbolj znani
primeri Bachovi kanoni iz njegovega ciklusa Musical Offering. Pojma regularnosti in
simetrije pa nenazadnje segata tudi preko znanosti in umetnosti, saj na razne oblike
le-teh naletimo skoraj na vseh podrodjih.

Povezan konéen graf I' brez zank in veCkratnih povezav je razdaljno-regularen, ¢e
je razdaljna particija glede na poljubno vozlis¢e z grafa I' ekvitabilna, parametri te
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zapis Bachovega kanona Canon a 2 Quaerendo invenietis iz ciklusa Musical Offerings.

particije pa niso odvisni od izbire vozli§¢a x. Razdaljno-regularni grafi so povezani
z veliko podro€ji matematike: teorijo grafov, teorijo nacrtov, teorijo kodiranja, ge-
ometrijo, pa tudi algebro ter topologijo. Pravzaprav je vecina kon¢nih matemati¢nih
objektov, ki imajo dovolj veliko stopnjo regularnosti, tako ali drugace povezana z
razdaljno-regularnimi grafi.

Na zelo podoben nacin lahko s pomocjo ekvitabilnih particij definiramo tudi 1-
homogene grafe. Povezan konéen graf I' je 1-homogen, ¢e je razdaljna particija glede
na poljuben par sosednjih vozlis¢ z in y grafa I' ekvitabilna, parametri te particije
pa niso odvisni od izbire sosednjih vozlis¢ = in y. 1-homogenost je strozji pogoj kot
razdaljna-regularnost. Hitro se da namre¢ prepricati, da so vsi 1-homogeni grafi tudi
razdaljno-regularni (glej izrek 3.2.4). Kadar prou¢ujemo dodatne kombinatori¢ne
lastnosti razdaljno-regularnih grafov, se je zato dobro najprej vpraSati, ali so ti grafi
1-homogeni? To bo tudi osrednje vpraSanje te disertacije. Seveda pa imajo lahko
tudi razdaljno-regularni grafi, ki niso 1-homogeni, prav tako kaks$ne zanimive kombi-
natoric¢ne lastnosti.

Pri s§tudiju razdaljno-regularnih grafov pride bolj kot pri splo$nih grafih do izraza
uporaba razli¢nih algebrai¢nih orodij in metod. Razlog za to ti¢i v dejstvu, da je vek-
torski prostor, ki ga napenjajo razdaljne matrike razdaljno-regularnega, grafa, tudi al-
gebra - tako imenovana Bose-Mesnerjeva algebra razdaljno-regularnega grafa. Zaradi
tega se razne algebraic¢ne lastnosti Bose-Mesnerjeve algebre odrazajo kot dolocene
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kombinatori¢ne lastnosti oziroma regularnosti v samem grafu.

Slika 1.2: Delo nizozemskega umetnika M. C. Escherja (1898-1972) Stars. Osrednja figura
prikazuje presek treh oktaedrov. Poleg tega lahko na sliki najdemo Se nekatere zanimive
objekte: presek kocke in oktaedra (zgoraj levo), presek dveh tetraedrov (objekt znan tudi po
imenu Stella octangula - zgoraj desno), presek dveh kock (spodaj levo), ter e mnoge druge.
(M.C. Escher’s “Stars” (c) 2004 The M.C. Escher Company - the Netherlands. All rights
reserved. Used by permission.)

V disertaciji bomo obravnavali dva primera, ko imajo Cisto algebrai¢ne lastnosti
Bose-Mesnerjeve algebre za posledico kombinatori¢ne lastnosti grafa samega. V
prvem primeru bomo obravnavali razdaljno-regularne grafe, ki imajo lastno vrednost
z veckratnostjo enako stopnji grafa. Ce privzamemo §e, da so ti grafi brez trikotnikov,
potem lahko dokazemo nekaj zelo lepih kombinatori¢nih lastnosti takih grafov ter v
nekaterih primerih celo 1-homogenost. S pomoéjo teh lastnosti lahko klasificiramo
nekatere poddruzine teh grafov. Rezultati tega poglavja so povzeti po ¢lankih [23] in
[24], ki so skupno delo z A. Juriiéem in J. Koolenom.

V drugem primeru pa bomo obravnavali @-polinomske razdaljno-regularne grafe.
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Kot bomo videli, je njihova definicija povsem algebrai¢na. Pravzaprav je ena od ve-
likih nalog teorije razdaljno-regularnih grafov prav kombinatori¢na karakterizacija ter
klasifikacija QQ-polinomskih razdaljno-regularnih grafov. Kot v prvem primeru, bomo
za nekatere @-polinomske razdaljno-regularne grafe pokazali, da premorejo dodatne
kombinatori¢ne lastnosti. Spet bomo za nekatere izmed teh grafov pokazali, da so
1-homogeni.

Slika 1.3: Na levi: skica Pleénikove cerkve sv. Mihaela na Barju. Na desni: satovje nas
spominja na regularen graf stopnje 3.

Kot bomo videli, je zelo priroéno, ¢e za mnozico vozlis¢ razdaljno-regularnega
grafa I vzamemo kar standardno ortonormirano bazo evklidskega prostora R, kjer
je n Stevilo vozlis¢ grafa I'. V tem primeru lahko vsako vozli§ée s pomodcjo matrik
Bose-Mesnerjeve algebre grafa I' preslikamo v nek vektor prostora R”. Ce to storimo
z matrikami, ki jim pravimo glavni idempotenti grafa I', potem je skalarni produkt
dveh takih vektorjev odvisen samo od razdalje med ustreznima, vozli§¢ema grafa I'. To
zelo pomembno dejstvo bo v disertaciji igralo osrednjo vlogo. Tako dobljene vektorje,
ki imajo vsi enako normo ter so poleg tega Se lastni vektorji matrike sosednosti grafa
I', imenujemo reprezentacija vozlis¢ grafa T'.

Spregovorimo Se nekaj besed o zgradbi disertacije. V drugem poglavju bomo
bolj podrobno spregovorili o osnovah razdaljno-regularnih grafov. Najprej bomo
predstavili asociativne sheme (ki so posplositev razdaljno-regularnih grafov), nato
pa vpeljali razdaljno-regularne grafe. Podali bomo nekaj osnovnih zgledov ter last-
nosti in rezultatov, ki jih bomo potrebovali v nadaljevanju. V tretjem poglavju
bomo definirali ekvitabilne particije in 1-homogene grafe. Cetrto poglavje bo na-
menjeno razdaljno-regularnim grafom brez trikotnikov, ki imajo lastno vrednost z
veCkratnostjo enako stopnji grafa. S pomocjo te povsem algebraic¢ne lastnosti bomo
pokazali, da ti grafi premorejo dodatne kombinatori¢ne lastnosti, in so zato v neka-
terih primerih 1-homogeni. Te dodatne kombinatori¢ne lastnosti bomo uporabili tudi
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za klasifikacijo nekaterih razredov teh grafov. V petem poglavju bomo §tudirali Q-
polinomske razdaljno-regularne grafe. Tudi v tem primeru bomo za nekaj podrazre-
dov teh grafov pokazali, da premorejo dodatne kombinatoriéne lastnosti. Za nekatere
bomo pokazali, da so 1-homogeni, za druge pa bomo s pomocjo teh dodatnih kom-
binatori¢nih lastnosti izpeljali dolo¢ene potrebne pogoje za njihov obstoj. Navedli
bomo tudi primer, kako lahko s temi potrebnimi pogoji dokazemo neobstoj nekaterih
razdaljno-regularnih grafov. V Sestem poglavju bomo predstavili konstrukcijo an-
tipodnih razdaljno-regularnih grafov indeksa 2 in premera 4. Konstrukcijo sta prva
opisala Martin in Munemasa [32]. Podali bomo neodvisen dokaz, kdaj so konstru-
irani grafi res razdaljno-regularni, ter njuno konstrukcijo posplosili na konstrukcijo
antipodnih razdaljno-regularnih grafov indeksa 2 in premera 3 oziroma 5. Nas§ dokaz
bo narejen s pomocjo ekvitabilnih particij konstruiranih grafov, ki so podobne kot v
primeru 1-homogenih grafov. Rezultati tega poglavja so skupno delo z A. JuriSi¢em.

Drugo in tretje poglavje sta uvodni poglavji. Bralec s potrebnim predznanjem o
razdaljno-regularnih grafih ter o 1-homogenih grafih ju lahko preskoci, ter po potrebi
v teh dveh poglavjih pomoé poisce kasneje. Cetrto, peto in Sesto poglavje pa so med
seboj neodvisna, zato se jih lahko bere v poljubnem vrstnem redu.
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Poglavje 2

Splosno o razdaljno-regularnih
grafih

Objekti, s katerimi se bomo v tej disertaciji najve¢ ukvarjali, so razdaljno-regularni
grafi. V kombinatoriki se razdaljno-regularni grafi pojavijo kot naravna posplo§itev
regularnih grafov, ki so ekstremni glede na nekatere lastnosti, oziroma glede na
nekatere neenakosti, ki za njih veljajo. Poleg tega so povezani z mnogimi kombi-
natori¢nimi strukturami, kot so semi-simetri¢ni nacrti , simetri¢ne mreze, Hadamar-
dove matrike (glej naprimer Drake [15]) in diferen¢ne mnozice (glej Chen in Li
[10]), ée nastejemo le nekatere. Nenazadnje pa so razdaljno-regularni grafi povezani
tudi z drugimi podro¢ji matematike. Naprimer s teorijo kodiranja (Delsarte [13]),
konénimi geometrijami, preko le-teh s kriptografijo in preko asociativnih shem s statis-
tiko. Mnogi rezultati in problemi iz teorije kodiranja imajo zelo naravno posplositev
v teoriji razdaljno-regularnih grafov. Preko Bose-Mesnerjeve algebre so razdaljno-
regularni grafi povezani z algebro, preko krovnih in kvocientnih grafov pa tudi s
topologijo.

V tem poglavju disertacije bomo razdaljno-regularne grafe definirali, opisali nji-
hove glavne lastnosti in navedli nekaj osnovnih izrekov iz teorije razdaljno-regularnih
grafov, ki jih bomo potrebovali kasneje. Naj na zacetku navedemo dve knjigi, kjer
se zahtevnejsi bralec lahko Se dodatno poduéi o razdaljno-regularnih grafih. A. E.
Brouwer, A. M. Cohen in A. Neumaier so avtorji knjige Distance-Regular Graphs [4].
Knjiga je odlicen pregled ve¢ ali manj celotne teorije razdaljno-regularnih grafov do
njenega izida. Druga knjiga pa predstavlja odlicen uvod tako v teorijo razdaljno-
regularnih grafov, kot v §irSe podroéje algebrai¢ne kombinatorike. Avtor knjige je C.
D. Godsil, naslov pa Algebraic Combinatorics [17].

Razdaljno-regularni grafi so poddruzina kombinatori¢nih objektov, ki jih imenu-
jemo asociativne sheme. Zato je prav, da v prvem razdelku na kratko spregovorimo
o njih. V raziskovanju asociativnih shem dostikrat uporabljamo razlicne algebrai¢ne
metode in pristope. Razlog za to ti¢i v dejstvu, da vsaki asociativni shemi pri-
pada tako imenovana Bose-Mesnerjeva algebra. Zato bomo v drugem razdelku Bose-

11
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ASOCIATIVNE SHEME

Mesnerjevo algebro asociativne sheme opisali in podali dve njeni bazi. V tretjem
razdelku se bomo posvetili razdaljno-regularnim grafom samim. Ogledali si bomo
njihove glavne znacilnosti in navedli nekaj osnovnih izrekov, ki jih bomo rabili kas-
neje. Druzina razdaljno-regularnih grafov, s katero se bomo v tej disertaciji tudi dosti
ukvarjali, je druzina Q-polinomskih razdaljno-regularnih grafov. Cetrti razdelek bo
zato namenjen njim. Poskusili bomo pojasniti, zakaj imajo Q-polinomski razdaljno-
regularni grafi poseben pomen in kak$na je njihova vloga v konceptu “dualnosti”, ki
ga poznamo tudi v teoriji asociativnih shem oziroma razdaljno-regularnih grafov.

2.1 Asociativne sheme

Kot smo Ze omenili, so razdaljno-regularni grafi poddruzina objektov, ki jih imenu-
jemo asociativne sheme. Teorija asociativnih shem je eno pomembnejsih poglavij al-
gebrai¢ne kombinatorike. Nekatere lastnosti razdaljno-regularnih grafov pridejo bolj
do izraza v kontekstu asociativnih shem. Naprimer, pomen Q-polinomskih razdaljno-
regularnih grafov je bolj jasen, ¢e te grafe obravnavamo kot poddruzino asociativnih
shem, kot pa ¢e jih obravnavamo kot poddruzino razdaljno-regularnih grafov. Zato je
prav, da se na zaCetku vsaj bezno spoznamo tudi z asociativnimi shemami. Razdelek
je povzet po ¢lanku Jurisi¢ in Miklavié¢ [26)].

(Simetriéna) asociativna shema z d razredi in n vozliséi je mnozica nenicelnih,
simetri¢nih, (n x n)-razseznih 0l-matrik I = Ag, A4, ..., A4, za katere velja:
(a) Z?:o A; = J, kjer je J matrika samih enic,
(b) za vsaka i,j € {0,1,...,d} je produkt A;A; linearna kombinacija matrik
Ag, ..., Ag-

Asociativno shemo bomo oznacevali z A in ji rekli na kratko kar shema. Ker je A;
simetri¢na binarna matrika, je matrika sosednosti nekega (neusmerjenega) grafa T';
na n vozliséih. Ce sta vozliséi £ in y povezani v grafu T';, bomo to simboliéno zapisali
takole: zT';y. Rekli bomo, da sta z in y v i-ti relaciji. Iz pogoja (a) sledi, da za
poljubni vozlis¢i z in y obstaja natanko en i, da je z ['; y, ter da graf I';, ¢ # 0, nima
zank. Iz pogoja (b) pa sledi, da obstajajo take konstante p?j , 1,7,h € {0,...,d}, da
velja

d
AiAj = pr']Ah (21)
h=0
Pravimo jim preseéna Stevila asociativne sheme A. Ker so matrike A; simetri¢ne, s
transponiranjem leve in desne strani enakosti (2.1) ugotovimo, da med seboj komu-
tirajo. Zato za vsa presetna §tevila velja pé‘j = p;lz
Iz enakosti (2.1) pa razberemo tudi naslednji kombinatori¢ni pomen presecnih
Stevil pfj, ki pojasni njihovo ime in zagotovi, da so nenegativna cela Stevila. Naj
bosta z in y poljubni vozliséi, za kateri je zT'py. Stevilo vozlisé z, za katere velja
2z in 2Ty, je enako p?j, tj.

pzhj =|{z; 2Tz in zT;y}. (2.2)
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Torej je T; regularen graf stopnje k;:=pY; in je pgj =0;5k;. Ce stejemo trojice vozlié
(z,v,2), kjer je 2Tpy, 2Tz in 2Ty, na dva razlicna nacina, dobimo $e zvezo
kp, p% =k;j pgh.

Oglejmo si sedaj nekaj primerov asociativnih shem. Shema z enim razredom je
sestavljena iz identi¢ne matrike in matrike sosednosti grafa, v katerem sta sosednji
poljubni dve vozli§¢i, tj. grafa premera 1 oziroma polnega grafa K,. Rekli bomo, da
gre za trivialno shemo.

Hammingova shema H(d,n). Naj bosta d in n poljubni naravni $tevili in
¥ ={0,1,...,n—1}. Vozlisca asociativne sheme H(d,n) so vse d-terice elementov iz
3. Vozliséi z in y sta v i-ti relaciji (0 < 7 < d) natanko takrat, ko se razlikujeta v i
mestih. Dobimo asociativno shemo z d razredi in n¢ vozlisci.

Johnsonova shema J(n,d). Naj bosta n in d poljubni naravni $tevili, za kateri
je d < n in X poljubna mnozica z n elementi. Vozlis¢a asociativne sheme J(n,d)
so vse d-elementne podmnozice mnozice X. Vozli§¢i z in y sta v i-ti relaciji (0 <
i < min{d,n — d}) natanko takrat, ko ima njun presek d — i elementov. Na ta na¢in
dobimo asociativno shemo z min{d,n — d} razredi in () vozliséi.

Ciklomatiéne sheme. Naj bo g potenca prastevila in d delitelj stevila g—1. Naj
bo C podgrupa multiplikativne grupe obsega GF(q) indeksa d, in naj bodo Ci,...,Cy
odseki podgrupe Cj. Vozlista sheme so vsi elementi obsega GF(g). Vozliséi z in y sta
v i-ti relaciji, ko je z —y € C; (in v 0-ti relaciji, ko je z = y). Da bi dobili asociativno
shemo, mora biti —1 € C}, tako da so relacije simetri¢ne, tj. 2|d, ¢e je ¢ lih.

Permutacijska grupa G, ki deluje na mnozici X, je krepko-tranzitivna, Ce za
poljubna elementa z in y mnoZice X obstaja tak g € G, da je g = y in yg = =.
Grupa avtomorfizmov cikla na n vozli§¢ih je primer krepko-tranzitivne grupe. Diago-
nala kartezi¢nega produkta X x X je mnozica parov {(z,z) |z € X}. Grupa G deluje
naravno tudi na mnozici X x X: element (z,y) preslika v element (zg,yg). O¢itno je
delovanje grupe G na X tranzitivno natanko takrat, ko je diagonala mnozice X x X
orbita delovanja grupe G na X x X. V tem primeru lahko na vsako nediagonalno
orbito delovanja G na X x X gledamo kot na usmerjen graf z mnozico vozlis¢ X.
Ko pa je grupa G krepko-tranzitivna, so orbite njenega delovanja na mnozici X x X
simetricne. Nediagonalna orbita nam v tem primeru definira neusmerjen graf. Ma-
trike sosednosti teh grafov tvorijo, skupaj z identi¢no matriko, asociativno shemo.
Stevilo njenih razredov je enako §tevilu nediagonalnih orbit, tevilo vozlisé pa moéi
mnozice X.

Asociativne sheme sta konec tridesetih let prejsnjega stoletja vpeljala Bose in Nair
[3] za potrebe statistike. Delsarte [13] pa je kasneje pokazal, da nam lahko sluzijo kot
povezava med Stevilnimi podro¢ji matematike, naprimer teorijo kodiranja in teorijo
nacrtov.
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2.2 Bose-Mesnerjeva algebra

Kot smo ze omenili, vsaki asociativni shemi lahko priredimo matri¢no algebro. Ogle-
jmo si to algebro nekoliko podrobneje.

Naj bo A = {A,,...,Aq} asociativna shema. S span(.A) bomo oznagili realen vek-
torski prostor, ki ga napenjajo matrike Ay, ..., A4. Zaradi identitete (2.1) je span(A)
komutativna algebra. Poznamo jo pod imenom Bose-Mesnerjeva algebra asociativne
sheme A in jo ozna¢imo z M. Ker se matrike Ay,..., Ay sestejejo v matriko J, ni
tezko ugotoviti, da so linearno neodvisne in so zato baza Bose-Mesnerjeve algebre M.

Definirajmo sedaj Schurovo mnoZenje matrik. Schurov produkt m X n matrik B
in C je m x n matrika B o C, definirana z

(BoC)ij = (B)i(C)ij (1<i<m,1<j<n).

Schurovo mnoZenje je torej “mnozenje po komponentah”. Hitro opazimo, da so ma-
trike Ay, ..., Aq medsebojno pravokotni idempotenti za Schurovo mnozenje. Zato
jih imenujemo tudi Schurovi idempotenti sheme A. Bose-Mesnerjeva algebra je zato
zaprta tudi za Schurovo mnozenje, matrika J pa je identiteta za to mnoZzenje.

Ce povzamemo, span(.A) je algebra z identiteto glede na obi¢ajno matri¢no mno-
zenje in glede na Schurovo mnozenje. Kot bomo videli, sta ti dve algebri v nekem
smislu “dualni”.

Naslednji izrek opiSe Se eno bazo algebre M (glej naprimer Godsil [17, Theorem
12.2.1]).

Izrek 2.2.1 Naj bo A = {Ay,...,Aq} asociativna shema nad n vozliséi. Potem
obstajajo paroma pravokotne idempotentne matrike Ey, ..., Eq in realna Stevila p;(j),
tako da velja:

() YioBi=1,
(i) AiEj = pi(j)E;,

1
o1
(i) o= -7,

(iv) matrike Ey, ..., E4 so baza (d+1)-razseinega vektorskega prostora, generiranega
z matrikami Ag, ..., Aq. |

Matrike F; imenujemo glavni idempotenti asociativne sheme A. Vektorski pod-
prostor, ki ga napenjajo stolpci matrike F;, je skupni lastni podprostor matrik
Ag, Aq, ..., Ag. Kot pove tocka (ii) izreka 2.2.1, je lastna vrednost matrike A; na tem
podprostoru enaka, p;(7). Stevilom p;(j) zato pravimo tudi lastne vrednosti sheme A.
Hitro opazimo, da velja

d

d
A= Ad =AY B =Y pi()Ej. (2.3)
i=0 i=0
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Ker so matrike Ay,..., Aq baza Bose-Mesnerjeve algebre M, obstajajo taka realna
stevila ¢;(j) (0 < 14,5 < d), da velja

Bi= 5 ali)A;. (2.4

Stevila g; (7) imenujemo dualne lastne vrednosti sheme A. Naj na tem mestu opozo-
rimo, da je enacba (2.4) “dual” enacbe (2.3). Poleg tega nam enatba (2.4) pove, da
je

1 .
EioAj = qu'(J)Aj,

kar je “dual” tocke (ii) izreka 2.2.1.
Hitro lahko dobimo Se en par dualnih enacb. Ze v razdelku 2.1 smo videli, da je

d

AZ'A]' = ZpZAh
h=0

Ker pa je M zaprta tudi za Schurovo mnozenje, in ker so matrike F; tudi baza algebre
M, obstajajo stevila qzhj (0 <1i,7,h < d), tako da je

d
1 .
E,-OEJ:EE aiB, (0<4,j<d). (2.5)
h=0

Stevila qzhj imenujemo kreinovi parametri asociativne sheme A. Omenimo, da za
razliko od presec¢nih §tevil p?j kreinovi parametri qzhj niso nujno celostevilski. Medtem
ko imajo presetna Stevila jasen in preprost kombinatori¢en pomen, pa v splo§nem
kombinatori¢en pomen kreinovih parametrov e ni znan. Nekaj delnih rezultatov v
tej smeri bralec lahko dobi v Cameron, Goethals in Seidel [7, Theorem 5.4], Godsil in
Hensel [18], ter Jurisi¢ in Koolen [22]. Dolotitev kombinatori¢nega pomena kreinovih
parametrov je ena izmed gonilnih sil celotne teorije asociativnih shem. Pomemben
izrek, ki nam pove, da so kreinovi parametri asociativne sheme nenegativni, je prvi
dokazal Scott [41]. Dokaz pa si bralec lahko prebere tudi v Godsil [17, Lemma 12.4.1].

Izrek 2.2.2 Kreinovi parametri qzhj asociativne sheme A so nenegativni. [ |

2.3 Razdaljno-regularni grafi

Razdaljno-regularni grafi so pomemben razred asociativnih shem. Definiramo jih
lahko na ve¢, med seboj ekvivalentnih, nac¢inov. V tem razdelku jih bomo definirali na
dva nacina: najprej na algebraien nacin iz asociativnih shem, potem pa Se povsem
kombinatori¢no. Pred nadaljevanjem razdelka vpeljimo Se nekaj oznak (glej tudi
dodatek A). Za poljuben graf I' in njegovi poljubni vozli¢i z in y, bomo z d(z,y)

15
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oznacevali razdaljo med vozlis¢ema z in y, z d pa premer grafa I'. Naj bo 7 poljubno
nenegativno celo §tevilo. Z T';(xz) bomo oznagili mnozico vseh tistih vozlis¢ grafa T', ki
so na razdalji 7 od vozliséa z. Mnozico vseh sosedov vozliséa z, torej mnozico I';(x),
bomo na kratko oznagcevali z I'(z). Povrnimo se sedaj k razdaljno-regularnim grafom.

Ni tezko videti, da so presecna Stevila p?j (0 < i,7,h < d) asociativne sheme A4
z d razredi odvisna od vrstnega reda matrik Ay, Aq,... A4- Pravimo, da je shema A
metriéna glede na dan vrstni red matrik Ag = I, Ay, ..., Ag, Ce velja, da je pzhj =0
brz ko je eno izmed Stevil 4, j, h ve¢je od vsote drugih dveh, in da je pz'-Lj # 0 brz ko je
eno izmed Stevil 1, 7, h enako vsoti drugih dveh.

Asociativna shema A je P-polinomska glede na dan vrstni red matrik Ag =
I,Aq,..., Ay, Ge za vsak i (0 <1i < d) obstajaja tak polinom p; stopnje i, da je

A; =pi(Ar).

Kot je pokazal Delsarte [13] (glej tudi Brouwer, Cohen in Neumaier [4, Proposition
2.7.1]), je asociativna shema metri¢na za dan vrstni red svojih matrik natanko tedaj,
ko je P-polinomska za ta isti vrstni red. Johnsonove ter Hammingove asociativne
sheme so primer metri¢nih asociativnih shem, medtem ko asociativne sheme dobljene
iz krepko-tranzitivnih grup niso nujno metriéne. Definirajmo sedaj razdaljno-regu-
larne grafe.

Definicija 2.3.1 Razdaljno-reqularni grafi so grafi I'y metriéni asociativnih shem.

Druga, povsem kombinatori¢na definicija razdaljno-regularnih grafov pa je taka.

Definicija 2.3.2 Povezan graf I' s premerom d je razdaljno-regularen, ée je za po-
Ljubna cela stevila i,j,h (0 < i,7,h < d) in poljubni dve vozliséi x,y € VT', za kateri
je (x,y) = h, stevilo

Py ={z € VT | 8(z,2) =i in O(y,2) = j}|
neodvisno od izbire vozlis¢ x in y.

7 drugimi besedami, povezan graf I' je razdaljno-regularen, ¢e je mo¢ preseka
poljubnih dveh njegovih sfer odvisna samo od radija teh dveh sfer in od medsebo-
jne razdalje sredisé teh sfer, ni pa odvisna od sredi§é samih. Stevila plhj razdaljno-
regularnega grafa I' imenujemo preseéna Stevila grafa I'.

Naj bo I' razdaljno-regularen graf premera d z n vozliséi. Za vsako nenegativno
celo §tevilo ¢ (0 < 7 < d) definirajmo razdaljno matriko A; grafa T’ na naslednji naéin.
Matrike A; naj bodo dimenzije n X n, njihovi stolpci in vrstice pa naj bodo indeksirani
z vozlisci grafa I'. Definiramo

1 if O(z,y) =1,

(Ai)zy = (z,y € V). (2.6)
0 if O(z,y) #1
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Ni se tezko prepricati, da je Ag = I, A1 pa je kar matrika sosednosti grafa I'. Da sta
definiciji 2.3.1 in 2.3.2 razdaljno-regularnih grafov med seboj ekvivalentni, se bralec
lahko prepri¢a naprimer v Godsil [17, Lemma 12.3.1]. Razdaljne matrike razdaljno-
regularnega grafa tvorijo namrec ravno asociativno shemo, presetna §tevila te sheme
pa so ravno presecna §tevila grafa T'.

2.3.1 Presecna Stevila

Naj bo I' razdaljno-regularen graf. Kot se izkaze, lahko vsa presetna Stevila grafa
[’ izra¢unamo iz presecnih §tevil p’i’i_l (1<i<d),p, (0<i<d)in pzi’iﬂ (0 <
i < d —1), glej naprimer Brouwer, Cohen in Neumaier [4, Lemma 4.1.7]. Zato tem
preseénim Stevilom navadno damo krajSe oznake:

plii=c(1<i<d), pli=a; (0<i<d), pli=b(0<i<d-1),

dodatno pa definiramo Se ¢y = by = 0. Hitro vidimo, da je ag =0 in ¢; = 1. Ker ima
vsako vozli§ée grafa I natanko p?; = by sosedov, je graf I' regularen stopnje by.

Vzemimo sedaj vozliséi z,y grafa T', za kateri je d(z,y) = ¢ (0 < i < d). Po
definiciji razdaljne-regularnosti in zaradi trikotniSske neenakosti ima y natanko ¢;
sosedov, ki so od = oddaljeni 7 — 1, natanko a; sosedov, ki so od x oddaljeni %,
natanko b; sosedov, ki so od x oddaljeni 7+ 1, in nobenih drugih sosedov ve¢. Torej je
a; +b; + ¢; = by (0 < i <d). Zato izmed presecnih §tevil navadno podamo le stevila
b; in ¢;, te pa razvrstimo v preseéno tabelo:

{bo,b1,-..,b4—15¢1,¢2,-..,Cq}-

Pripomnimo, da je graf I' dvodelen natanko takrat, ko je a; = 0 za vsak i (0 <1i < d).

Za vsako vozliste z razdaljno-regularenega grafa I' oznacimo s k;(x) mo¢ mnozice
Ti(z) (0 <i < d). Ker je k;i(z) = p%, stevila k; = k;(z) niso odvisna od izbire vozlis¢a
z. Hitro se lahko s pomocjo Stetja povezav med I';_1(z) in I';(z) na dva razli¢na
naéina prepri¢amo, da velja k;_1b;—1 = k;c;. Ker pa je ko(z) = 1, dobimo

_ boby---bi
ciea ¢

ki = ki(x)

V naslednjem izreku bomo podali nekaj osnovnih lastnosti preseénih stevil razdalj-
no-regularnega grafa I'. Dokaz si bralec lahko ogleda v Brouwer, Cohen in Neumaier
[4, Proposition 4.1.6].

Izrek 2.3.3 Naj bo I" razdaljno-reqularen graf premera d s presecno tabelo
{bo,b1,.-.,b4-1;c1,C2,...,cq}. Potem velja:

(i) bo>by >by >+ >bg_1 > 1,
(i) 1=c1 << <y,

(iii) ce je i+ j <d, potem je c; < b;. [ |
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2.3.2 Primitivnost in neprimitivnost

Naj bo I' razdaljno-regularen graf premera d. Za vsako naravo stevilo ¢ (1 < i < d)
oznadimo z I'; graf, ki ima ista vozli§¢éa kot graf I', vozlis¢i = in y pa naj bosta v grafu
I'; povezani natanko tedaj, ko sta v grafu I' na razdalji i. Graf I'; imenujemo i-ti
razdaljni graf grafa T'. Hitro se lahko prepri¢amo, da je matrika sosednosti grafa T';
ravno ¢-ta razdaljna matrika A; grafa I'.

Razdaljno-regularen graf I' imenujemo primitiven, ¢e so vsi njegovi razdaljni grafi
povezani, in neprimitiven sicer. Dvodelni razdaljno-regularni grafi so primer neprim-
itivnih razdaljno-regularnih grafov, saj je v tem primeru graf I'y oéitno nepovezan.
Drug primer pa so antipodni razdaljno-regularni grafi. Razdaljno-regularen graf I" je
antipoden, Ce je relacija R na mnozici vozlis¢ grafa I', definirana z zRy <= 0(z,y) €
{0,d}, ekvivalen¢na relacija. Ce je I' antipoden graf premera d > 2, potem je seveda
graf 'y nepovezan. Kot je dokazal Smith [42] (glej tudi Brouwer, Cohen in Neumaier
[4, Theorem 4.2.1]), je neprimitiven razdaljno-regularen graf s stopnjo k£ > 2 bodisi
dvodelen bodisi antipoden (lahko tudi dvodelen in antipoden hkrati).

Ce je T' dvodelen, potem ima njegov drugi razdaljni graf T's dve komponenti.
Grafa, ki jih ti dve komponenti inducirata na grafu I';, oznac¢ujemo z 't in '™,
oziroma, z %I‘ za poljubnega od njih. Imenujemo jih poloviéna grafa grafa I'. Naj
omenimo, da ni nujno, da sta I'* in I'" izomorfna.

Ce je I antipoden razdaljno-regularen graf, potem ekvivalenéni razredi relacije R
dolo¢ajo particijo vozlis¢ grafa I'. Mnozice te particije imenujemo vlakna oziroma an-
tipodni razredi grafa T'. Ce je premer grafa I' vsaj 3, potem med poljubnima antipod-
nima razredoma grafa I' bodisi ni povezav bodisi je med njima popolno prirejanje,
glej naprimer Godsil [17, Lemma 11.5.2]. Torej imajo v tem primeru vsi antipodni
razredi grafa I' enako moc, ki jo navadno oznac¢imo z r in imenujemo indeks grafa
I'. Graf T, ki ima za mnozico vozli§¢ mnozico antipodnih razredov grafa I', dva an-
tipodna razreda pa sta sosednja natanko tedaj, ko vsebujeta povezani vozli§¢i grafa
I', imenujemo antipodni kvocient grafa I'. Grafu I" pa pravimo tudi r-listni antipodni
krov grafa T'. Krovna projekcija nam seveda vsa vozliséa antipodnega razreda grafa
T preslika v ustrezno vozlisée grafa T'. Naj omenimo $e, da so antipodni razdaljno-
regularni grafi premera 2 natanko regularni polni vecdelni grafi. V naslednji lemi
bomo navedli nekaj dejstev v zvezi z neprimitivnimi razdaljno-regularnimi grafi ter
njihovimi antipodnimi kvocienti in njihovimi polovi¢nimi grafi.

Lema 2.3.4 (Brouwer, Cohen in Neumaier [4, stran 141, Proposition 4.2.2]) Naj bo
I’ neprimitiven razdaljno-regularen graf premera d in stopnje k > 2. Potem veljajo
naslednje trditve.

(1) Ce je T dvodelen, potem sta njegova poloviéna grafa nedvodelna razdaljno-regu-
larna grafa premera |d/2].

(ii) Ce je T antipoden, potem je T razdaljno-regularen premera |d/2].

(iii) Ce je T' antipoden, potem T ni antipoden, razen ce je d = 3 (v tem primeru
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je T poln graf), ali ée je T dvodelen graf premera 4 (v tem primeru je T poln
vecdelen graf).

(iv) Ce je T' antipoden in ima bodisi lih premer bodisi ni dvodelen, potem je T prim-
itiven.

(v) Ce jeT dvodelen in ima bodisi lih premer bodisi ni antipoden, potem sta njegova
poloviéna grafa primitivna.

(vi) Ce ima T sod premer in je antipoden in dvodelen, potem je T dvodelen, njegova

poloviéna grafa pa sta antipodna. Graf %_F je primitiven in izomorfen grafu %f.

2.3.3 Bose-Mesnerjeva algebra razdaljno-regularnega grafa

Naj bo I' razdaljno-regularen graf premera d na n vozlis¢ih. Kot smo ze omenili, so
razdaljne matrike Ag, ..., A4 grafa [ baza matri¢ne algebre M, ki jo imenujemo Bose-
Mesnerjeva algebra grafa I'. Ta algebra je zaprta tako za obi¢ajno mnoZenje matrik,
kot za mnozenje “po komponentah”, oziroma Shurovo mnoZenje matrik. Poleg te
baze ima algebra M §e eno bazo, ki jo sestavljajo matrike Fy, ..., F;. Lastnosti te
baze smo opisali v izreku 2.2.1, matrike E; pa imenujemo glavni idempotenti grafa I'.

Lastne vrednosti matrike sosednosti A = A; grafa I" smo oznacili s p1(j) (0 < j <
d). Kadar imamo opravka z razdaljno-regularnimi grafi, pa raje namesto oznake pi(j)
uporabljamo oznako ;. Lastne vrednosti matrike A so torej stevila 8; (0 < j < d).
Iz enacbe (2.3) tako dobimo

d
A=Y "0;E;.
§=0

Zato tudi pravimo, da je lastna vrednost 6; prirejena glavnemu idempotentu Ej,
oziroma, da je glavni idempotent E; prirejen lastni vrednosti 6;.

Naj bo E glavni idempotent grafa I', § pa njegova prirejena lastna vrednost. Z
my oznacimo veckratnost lastne vrednosti 6. Ker so matrike Ay, ..., A4 baza algebre
M, obstajajo taka stevila 65, ... ,0%, da velja (glej tudi enacbo (2.4))

d
my
E=—" Z 6; A;. (2.7)
1=0
Zaporedje 63, . .., 0} imenujemo zaporedje dualnih lastnih vrednosti grafa I', prirejeno

glavnemu idempotentu E (oziroma lastni vrednosti 6).
Viéasih se izkaze, da je zelo priroéno, ¢e VI identificiramo s standardno ortonormi-
rano bazo evklidskega prostora R”. V tem prostoru nam (, ) ozna¢uje skalarni produkt

(u,v) =u'v (u,v € RY),

kjer smo s T oznadili transponiranje. Primer, kjer se ta identifikacija izkaze za zelo
uporabno, je naslednja lema.

19



20

Q—POLINOMSKI RAZDALJNO-REGULARNI GRAFI

Lema 2.3.5 Naj bo I' razdaljno-reqularen graf premera d na n vozliséih s preseénimi
Stevili a;, b, c; (0 <4 <d). Naj bo E glavni idempotent grafa T, 8 njegova prirejena
lastna vrednost, mg pa njena veckratnost. Naj bo 0, ...,0% zaporedje dualnih lastnih
vrednosti, prirejeno glavnemu idempotentu E. Potem veljata naslednji trditvi:

(1) Ce sta z,y poljubni vozliséi grafa T, za kateri je d(z,y) = 1, potem je

mg0;

<E$, Ey) =

(ii) Dualne lastne vrednosti zadoéajo tricleni rekurzivni formuli
citi_1 + a0 + 0,07, =06; (0<i<d),
pri cemer je dualna lasina vrednost 05 enaka 1, 0%, in 03, | pa sta nedolocenks.

DoxkAz. (i) Naj bosta z,y vozliséi grafa I' in 0(z,y) =i (0 < ¢ < d). Potem iz (2.7)
dobimo

d
m % m %
(Be, By) = (B°z,y) = (Ba,y) =~ 3~ 0;(Aje,y) = —26;.
J=0

(ii) Glej Brouwer, Cohen in Neumaier [4, stran 128, enacba (13)]. |

Razdelek kon¢ajmo z naslednjo definicijo. Naj bo I' razdaljno-regularen graf na
n vozli§¢ih, F njegov glavni idempotent in naj bo A C VI'. Kot smo ze povedali,
bomo vozliséa grafa I" vetkrat predstavili kot elemente standardne ortonormirane baze
evklidskega prostora R™. V tem primeru bomo z (A)g oznagili vektorski podprostor,
ki ga napenjajo vektorji {Ea | a € A}.

2.4 (@-polinomski razdaljno-regularni grafi

V razdelku 2.3 smo razdaljno-regularne grafe definirali kot metri¢ne asociativne she-
me, torej tiste asociativne sheme, v katerih presecna stevila zadosc¢ajo neke vrste “tri-
kotnigki neenakosti”. To nas spodbudi, da definiramo tudi dual metriénih asociativnih
shem. Pravimo, da je d razredna asociativna shema A na n vozlis¢ih kometricna glede
na dan vrstni red glavnih idempotentov Fy = %J, En, ..., Eq, Ce velja, da je qzhj =0,
brz ko je eno izmed §tevil h, 4,5 (0 < h,i,j < d) vecje od vsote drugih dveh, in da je
qzhj # 0, brz ko je eno od §tevil h, i, j enako vsoti drugih dveh.

Podobno kot smo definirali P-polinomske asociativne sheme, definiramo tudi Q-
polinomske asociativne sheme. Asociativna shema A je Q-polinomska glede na dan
vrstni red glavnih idempotentov Ey = %J, Eq,...,Ey, e zavsaki (0 < i < d) obstaja
tak polinom ¢; stopnje i, da je

E; = ¢,(E1),

pri Cemer za izra¢un matrike ¢;(E;) namesto obiCajnega matri¢énega mnozenja upo-
rabljamo Schurovo mnozenje matrik. Tudi v tem primeru je Delsarte [13] (glej tudi
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Brouwer, Cohen in Neumaier [4, Proposition 2.7.1]) pokazal, da so kometri¢ne in Q-
polinomske asociativne sheme ekvivalentne: asociativna shema je kometri¢na za dan
vrstni red svojih glavnih idempotentov natanko takrat, ko je ()-polinomska za isti
vrstni red glavnih idempotentov. Pravimo, da je asociativna shema A kometriéna
(oziroma Q-polinomska) glede na glavni idempotent E, e obstaja vrstni red glavnih
idempotentov Ey = %J, Ei =E,..., Ey, glede na katerega je A kometri¢na (oziroma
Q@-polinomska).

Medtem ko imajo metricne asociativne sheme zelo lepo kombinatori¢no inter-
pretacijo (so namre¢ tesno povezane z razdaljno-regularnimi grafi), pa ni znanega nic¢
podobnega za kometri¢ne asociativne sheme. Kar pa Se ne pomeni, da za kometri¢ne
asociativne sheme ne znamo dokazati kar nekaj rezultatov, ki jih za splosne asocia-
tivne sheme ne znamo.

Razdaljno-regularen graf I' je Q-polinomski, e je asociativna shema, ki jo doloca
I', @-polinomska. ()-polinomski razdaljno-regularni grafi so torej ekvivalentni tistim
asociativnim shemam, ki so P- in ()-polinomske.

@-polinomski razdaljno-regularni grafi so pomemben razred razdaljno-regularnih
grafov. Naprimer, vsi razdaljno-regularni grafi s klasi¢nimi parametri so Q-polinomski
(glej Brouwer, Cohen in Neumaier [4, Section 6.1] ali podrazdelek 5.1.1). Ker je klasi-
fikacijo vseh razdaljno-regularnih grafov zaenkrat Se nerealno pri¢akovati, je Bannai
predlagal, da bi poskusili klasificirati vsaj @Q-polinomske razdaljno-regularne grafe.
Ceprav konéna klasifikacija le-teh zaenkrat Se ni dosezena, pa jo je realno pricakovati
v doglednem ¢asu. Razlog za to so nekateri lepi in moéni rezultati o Q-polinomskih
razdaljno-regularnih grafih. Nekaj teh omenimo tudi tukaj.

Verjetno je najpomembnejsi rezultat o QQ-polinomskih razdaljno-regularnih grafih
ta, da se dajo presetna S§tevila @-polinomskega razdaljno-regularnega grafa izraziti
samo s petimi parametri. Prvi je ta rezultat dokazal Leonard v [29]. Pokazal je,
da se dajo vsa presecna Stevila @Q-polinomskega razdaljno-regularnega grafa izraziti
s stopnjo k, preseénimi §tevili by, by in co, ter drugo najveéjo lastno vrednostjo 6.
Podoben rezultat najdemo v Brouwer, Cohen in Neumaier [4, Theorem 8.1.5]. Na
Zalost pa tako dobljene formule za presecna Stevila niso ravno enostavne.

S pomodjo tega rezultata sta Bannai in Ito v [1] (glej tudi Brouwer, Cohen in Neu-
maier [4, Theorem 8.3.5]) dokazala, da so lastne vrednosti Q-polinomskega razdaljno-
regularnega grafa stopnje k > 2 in premera d > 34 celogtevilske.

Naslednjo lemo sta dokazala Bannai in Ito [1, stran 193], glej tudi Brouwer, Cohen
in Neumaier [4, Theorem 8.1.1].

Lema 2.4.1 Naj bo T razdaljno-reqularen graf premera d, E njegov glavni idem-

potent, ter 6F,...,07 zaporedje dualnih lastnih vrednosti, prirejeno glavnemu idem-
potentu E. Ce je I' Q-polinomski glede na E, potem so $tevila 605,...,0; paroma
razlicna. [ |

Zakljuéimo z naslednjim Terwilligerjevim izrekom, ki bo igral glavno vlogo v
naSem raziskovanju @-polinomskih razdaljno-regularnih grafih.
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Izrek 2.4.2 (Terwilliger [45, Theorem 3.3]) Naj bo I' razdaljno-regularen graf pre-
mera d > 3, E njegov glavni idempotent, ter g, ..., 0% zaporedje dualnih lastnih vred-
nosti, prirejeno glavnemu idempotentu E. Potem sta ekvivalentni naslednji trditvi:

(i) T je Q-polinomski glede na E.

(ii) 65 # 07 (1 < i <d), za poljubna cela stevila h,i,j (1 < h <d,0<1i,j <d) in
za poljubni vozliséi x,y € VT, za kateri je 0(x,y) = h, velja:

E Ez — E Ez € span{Ez — Ey}.
zeVTD zeVTD
(w2 )= 0(w,2)=j
A(y,2)=j O(y,z)=i

Ce drzita trditvi (i) in (ii), potem za poljubna cela tevila h,i,j (1 < h<d, 0<i,j <
d) in za poljubni vozliséi x,y € VT, za kateri je O(x,y) = h, velja

g9 — g*
> Ez- > Ez=pl 91 — 01 (Ez — Ey). (2.8)
2€VD 2€VD 0 h
6(m,z)=zj 6(m,z)=y_‘
A(y,z)=j A(y,z)=i

Ker bo ta izrek igral osrednjo vlogo v poglavju 5, omenimo vsaj glavno idejo
njegovega dokaza. Naj bo I' razdaljno-regularen graf premera d in E njegov glavni
idempotent. Izberimo si z,y € VT in celi §tevili 4,5 (0 < 4,7 < d). Definirajmo

vektorja
U = E Ez — E Ez in v=Fz— Ey.
zeVD zeVDl
I(z,z)=t d(z,z)=j
o(y,z)=j O(y,z)=i

Za vektorja u in v uporabimo Cauchy-Schwartzovo neenakost: ||u?|||[v||? > (u,v). S
pomocjo leme 2.3.5(i) to neenakost izrazimo s preseénimi §tevili grafa I' ter z dual-
nimi lastnimi vrednostmi 63, 67, ..., 07, ki pripadajo glavnemu idempotentu E. Tako
dobimo neenakost, kateri morajo zadoSCati presecna Stevila in dualne lastne vrednosti
grafa I'. Vemo pa, da je v tej neenakosti dosezena enakost natanko takrat, ko sta
vektorja u in v kolinearna. Dokaz izreka dokonc¢amo tako, da pokazemo, da v dobljeni
neenakosti velja enakost tudi natanko takrat, ko je graf I' )-polinomski.



Poglavje 3

1-homogeni grafi

1-homogeni grafi so podrazred razdaljno-regularnih grafov. V poglavjih 4 in 5 te
disertacije bodo igrali osrednjo vlogo. V §irS§em kontekstu h-homogenih grafov (h €
NU{0}) jih je vpeljal Nomura [38]. V povezavi z razdaljno-regularnimi grafi so izmed
h-homogenih grafov najbolj pomembni ravno 1-homogeni grafi, saj je vsak 1-homogen
graf tudi razdaljno-regularen. Kot bomo videli, za ostale h-homogene grafe to ni nujno
res.

1-homogene grafe (kot tudi splo§ne h-homogene grafe) najlazje definiramo s pomo-
¢jo ekvitabilnih particij. Zato bomo v prvem razdelku tega poglavja najprej definirali
in predstavili le-te. Ta razdelek je povzet po ¢lanku Jurisi¢ in Miklavi¢ [27]. V drugem
razdelku bomo definirali h-homogene grafe. Pokazali bomo, da je vsak 1-homogen
graf razdaljno-regularen. V tretjem razdelku bomo predstavili nekaj rezultatov o
1-homogenih grafih.

3.1 Ekvitabilne particije

Konstrukcija kvocientnega grafa je v teoriji grafov pomemben in koristen postopek.
7 njo lahko iz “velikega” grafa I' dobimo graf, ki ima marsikaj skupnega z grafom
I'. Ker pa je kvocientni graf manj§i od originalnega grafa I', pridemo do informacij
o skupnih lastnostih dosti lazje s §tudiranjem kvocientnega grafa, kot pa grafa I
Tak primer je, recimo, racunanje lastnih vrednosti grafa. Vzemimo naprimer graf
povezav Petersenovega grafa. Namesto da bi njegove lastne vrednosti rac¢unali kot
lastne vrednosti matrike dimenzije 15 x 15, je dovolj, da izra¢unamo lastne vrednosti
matrike dimenzije 4 x 4.

Kvocientni graf definiramo preko ekvitabilnih particij vozlis¢ grafa. V nekaterih
primerih (razdaljno-regularni grafi) lahko iz kvocientnega grafa dobimo celotno in-
formacijo o lastnih vrednostih in lastnih vektorjih originalnega grafa. Seveda pa
ekvitabilne particije niso uporabne samo za konstrukcijo kvocientnih grafov. Upora-
bne so pri §tudiju asociativnih shem, pri iskanju grupe automorfizmov grafa, definicijo
pa lahko razsirimo tudi na ekvitabilne particije matrike.
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Ker je najbolj naravno, da nove pojme vpeljemo preko primerov, za¢nimo z dvema
zanimivima kombinatoricnima objektoma — dodekaedrom in Petersenovim grafom.
Definirajmo dvoelementne mnozice, katerih elementi so vozliséa dodekaedra: v vsaki
mnozici naj bosta tisti dve vozlis¢i dodekaedra, ki imata medsebojno razdaljo enako
5. Naj bodo sedaj te dvoelementne podmnozice vozliséa novega grafa. VozliS¢i naj
bosta povezeni natanko takrat, kadar ustrezni mnozici vsebujeta sosednji vozlisci
dodekaedra. Graf, ki ga na tak nacin dobimo, je Petersenov graf.

Naj bo I" graf in VI' mnozica njegovih vozlis¢. Particija mnozice VI naj bo mnozica
disjunktnih in nepraznih podmnozic mnozice VI', katerih unija je enaka mnozici V.
Particija 7 = {C4,Cy,...,Cs} je ekvitabilna, Ce za poljubna indeksa i in j (1 <
i,j < s) velja, da je §tevilo sosedov, ki jih ima poljubno vozliée iz mnozice C; v
mnoZici C;, neodvisno od izbire vozlis¢a iz C;. Podgraf, ki je induciran s poljubno
mnozico ekvitabilne particije 7 je torej regularen, saj ima vsako vozliS¢e iz mnozice
C; v mnotzici C} isto §tevilo sosedov. Podobno je vsak dvodelen graf, ki ga inducirajo
povezave, ki povezujejo vozlis¢a dveh razliénih mnozic particije 7w, “biregularen” -
vozlis¢a, ki pripadajo isti mnozici particije, imajo isto stopnjo. Na sliki 3.1 vidimo
dva primera ekvitabilnih particij.

Slika 3.1: Particija 7 = {{1,2,4,5,7,8}, {3,6}} je ekvitabilna particija vozlis¢ McKay-evega
grafa 'y (nalevi), particija o = {{1},{2,5,6},{3,4,7,8,9,10}} pa ekvitabilna particija vozligé
Petersenovega grafa I's (na desni).

Celo druzino primerov ekvitabilnih particij vozlis¢ grafa I' dobimo s pomoéjo
njegove grupe avtomorfizmov. Naj bo G neka podgrupa grupe avtomorfizmov grafa
I'. Orbite podgrupe G dolocajo particijo mnozice vozlis¢ grafa I'. Naj bosta z in
y vozlis¢i grafa I', ki lezita v isti mnozici te particije. Potem obstaja tak f € G,
da je f(z) = y. Ker pa f preslika vsako mnozico te particije samo nase, imata
z in y v vsaki mnozici particije isto Stevilo sosedov. Particija je zato ekvitabilna.
Na sliki 3.1 mnozice particije McKayevega grafa niso orbite nobene podgrupe grupe
avtomorfizmov tega grafa, medtem ko so mnozice particije Petersenovega grafa orbite
stabilizatorja vozlisca 1.

Naj bo dana ekvitabilna particija 7 = {C1,Cy,...,Cs} mnozice vozlis¢ grafa I'. S
cij (1 <4,j < s) oznatimo §tevilo sosedov, ki jih ima poljubno vozlis¢e iz mnozice C;
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v mnozici C;. Stevila ¢;; (1 <4,j < s) imenujemo parametri ekvitabilne particije .
Kvocientni graf I'/m je usmerjen graf z mnozico vozlis¢ {Cy,Cy,...,Cs}, v katerem
gre od vozlisca C; do vozlis¢a C; natanko c;; usmerjenih povezav. V sploSnem ima
lahko kvocientni graf tako veckratne povezave kot tudi zanke. Matrika sosednosti
kvocientnega grafa I'/7 je matrika dimenzije s x s, ki ima ij-ti element enak c;;. V
prejsnjih dveh primerih je

0 3 0
A(Pl/w)z(é (1)) i ACafo)= | 10 2

Ekvitabilne particije se izkazejo za zelo uporabne. Kot bomo videli, je vsaka lastna
vrednost kvocientnega grafa I' /= tudi lastna vrednost grafa I', karakteristi¢ni polinom
kvocientnega grafa I' /7 pa vedno deli karakteristi¢ni polinom grafa T

Karakteristicna matrika P = P(w) particije 7 = {C1,C3,...,Cs} grafa T' z n

I' vsebovano v mnozici C}, in 0 sicer. Pokazimo sedaj naslednjo lemo.

Lema 3.1.1 Naj bo 7 = {C1,Cy,...,Cs} particija vozlisé grafa T', P njena karakter-
istiéna matrika in A matrika sosednosti grafa I'. Particija m je ekvitabilna natanko
tedaj, ko obstaja taka matrika B, da je

AP = PB.
Matrika B je v tem primeru enaka matriki sosednosti kvocientnega grafa I'/m.

Dokaz. Naj bo w ekvitabilna particija vozlis¢ grafa T, stevila ¢;; (1 < 4,5 < s)
pa njeni parametri. Element ij matrike AP je enak Stevilu sosedov, ki jih ima i-to
vozlisce grafa I' v mnoZici Cj. Ker je particija 7 ekvitabilna, je to Stevilo odvisno
samo od mnozice particije 7, v kateri i-to vozlisce grafa I' lezi. Torej so tiste vrstice
produkta AP, ki pripadajo vozlis¢em iz mnozice Cy, enake (cp1,¢pa,...,cp5) (1 < £ <
s). Prav to pa so tudi vrstice produkta PB, kjer je B matrika sosednosti kvocientnega,
grafa T'/m.

Naj bo sedaj AP = PB za neko matriko B. Naj bosta ,j vozlis¢i grafa I' iz
mnozice Cy particije 7. Naj bo C, poljubna mnozica particije w. Vozlisce ¢ ima (AP);,
sosedov v Cy, vozliste j pa (AP);,. Ker pa je (AP)y = (PB);r in (AP), = (PB)jy,

Je
s

(AP)zr = sz’abar = by in (AP)jr = ijabar = byp.
a=1 a=1

particija 7w ekvitabilna, matrika B pa je oCitno ravno matrika sosednosti kvocientnega
grafa ['/m. |

Definicijo ekvitabilne particije pa lahko povemo tudi v jeziku linearne algebre. Velja
namre¢ naslednja lema.
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Lema 3.1.2 Naj bo ' graf, matrika A njegova matrika sosednosti in m particija vo-
2lis¢ grafa U s karakteristicno matriko P. Potem je m ekvitabilna natanko tedaj, ko
je vektorski podprostor, ki ga napenjajo stolpci matrike P, A-invarianten.

DokAz. Vemo, da je vektorski podprostor, ki ga napenjajo stolpci matrike P, A-in-
varianten natanko tedaj, ko obstaja taka matrika B, da velja AP = PB. Lema sedaj
sledi iz leme 3.1.1. |

Z naslednjim izrekom bomo povezali lastne vrednosti in lastne vektorje kvocientnega
grafa I'/7 z lastnimi vrednostmi in lastnimi vektorji grafa T

Izrek 3.1.3 Naj bo m = {C1,Cy,...,Cs} ekvitabilna particija mnoZice vozlisé grafa
I', P njena karakteristicna matrika, A matrika sosednosti grafa T' in B matrika sosed-
nosti kvocientnega grafa T'/m. Naj bo & vektor dimenzije s x 1, y vektor dimenzije
n X 1, kjer je n Stevilo vozlisé grafa T, in 0 realno stevilo. Potem wveljajo naslednje
trditve:

(i) Ce je Bx = Oz, potem je APz = §Pz.
(ii) Ce je Ay = Oy, potem je y"' PB = 0y" P.
(iii) Karakteristicni polinom matrike B deli karakteristicni polinom matrike A.
DokAz. Ce je Bx = Oz, potem je po lemi 3.1.1
APz = PBx = POz = 0Px.
Podobno, ¢e je Ay = Oy, potem je zopet po lemi 3.1.1
y'PB =yTAP = 6y* P

Dokazati moramo 3e tocko (iii). Ce je vektor x razlicen od vektorja 0, potem je
tudi vektor Px neniceln. Vektor Pz ima namre¢ na vseh koordinatah, ki pripadajo
tockam mnozice C; konstanto vrednost - ravno i-to koordinato vektorja . Naj bo
x’ vektor dimenzije s x 1, ki je linearno neodvisen od vektorja x. Zaradi pravkar
omenjene lastnosti vektorjev Pz in Pz’ se ni tezko prepricati, da sta tudi vektorja
Pz in Pz’ linearno neodvisna. Po tocki (i) je torej vsaka lastna vrednost § matrike
B tudi lastna vrednost matrike A. Poleg tega pa je veckratnost 6 kot lastne vrednosti
matrike A vsaj tolik§na, kot je veckratnost € kot lastne vrednosti matrike B. Tocka
(iii) je tako dokazana. |

3.2 1-homogeni grafi

Naj bo I" poljuben graf premera d in naj bo h € {0,1,...,d}. Izberimo si vozli§¢i
z,y € VI, za kateri je 0(z,y) = h. Za poljubni stevili 4,5 € {0,1,...,d} definirajmo
mnozico

D; = D;-(w,y) ={2€ VI |0(z,2) =1, 0(y,2) = j}.
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Jasno je, da neprazne mnozice D;- (0 < 4,7 < d) sestavljajo particijo mnozice VT.
Prav tako pa iz same definicije mnozic D;- sledi, da je \D;| = pf] Definirajmo sedaj
h-homogene grafe.

Definicija 3.2.1 Naj bo T graf premera d in h € {0,1,...,d}. GrafT je h-homogen,
ée je za vsak par vozlis¢ x,y € VT, za katere je d(x,y) = h, particija mnoZice VT,
ki jo dolo¢ajo neprazne mnoZice D;- (0 <i4,j < d), ekvitabilna, in ée parametri teh
particij niso odvisni od izbire vozlis¢ x,y.

Izmed h-homogenih grafov bodo za nas najpomembnejsi 0-homogeni in 1-homo-
geni grafi. Zato si jih poglejmo podrobneje.

Naj bo T 0-homogen graf premera d in z € VI'. Izmed mnozic D;- = D;- (z,z) (0 <
i,j < d) so seveda neprazne samo mnozice D! (0 < i < d). Te mnozice pa tvorijo
ravno razdaljno particijo grafa I' glede na vozlisée . Namre¢, mnozica Df je natanko
mnozica tistih vozlis¢ grafa I', ki so na razdalji ¢ od z. Ker je I' 0-homogen, so vse
razdaljne particije ekvitabilne, parametri teh particij pa so neodvisni od izbire vozli§¢a
z. 7 drugimi besedami, presecna Stevila pii (0 <i<d)), piiﬂ (0<i<d-1)in
p’i,i_l (1 <i < d) so neodvisna od izbire vozlis¢ z in y € [';(z). Zato je produkt A; A;
linearna kombinacija matrik Ag, A1,..., Ay (spomnimo se, da smo z Ag, A1,...,Aq
oznafili razdaljne matrike grafa I'). To pa pomeni (glej recimo Godsil [17, Lemma
11.2.1]), da je I razdaljno-regularen. Da pa je vsak razdaljno-regularen graf tudi
0-homogen, se prepricamo Se lazje. Torej smo dokazali naslednji izrek.

Izrek 3.2.2 Razdaljno-regularni grafi so natanko 0-homogeni grafi. [ |

Oglejmo si sedaj malo bolj podrobno 8e 1-homogene grafe. Naj bo I' 1-homogen
graf premera d in z,y € VT njegovi sosednji vozlis¢i. Naj bo Dj = D;(x, y) (0<14,j <
d). Zaradi trikotniSke neenakosti velja, da je D} = 0), ¢e je |i — j| > 1. Nenicelne so
torej lahko samo mnozice D! ter D! in D_, (1 < i < d). Mo&i teh mnozic podajmo
v naslednji lemi, katere dokaz si bralec lahko ogleda v Brouwer, Cohen in Neumaier
[4, Lemma 4.1.7].

Lema 3.2.3 Naj bo I razdaljno-regularen graf ter x,y € VI' sosednji vozliséi. Potem
za vsak i (1 < i < d) velja:

(1) |D; | = |Di_y| = pi1; = ciki/k = (bib2...bim1)/(crc2. . cim1),
(ii) |D} = pL = aiki/k = aj(biba -+ bi1)/(cica... ;). [ |

Grafi¢no mnozice D; v primeru 1-homogenega grafa predstavimo na sliki 3.2.
Kot smo ze omenili, je vsak 1-homogen graf tudi razdaljno-regularen. Ker je dokaz
preprost, ga ponovimo tudi tukaj.

Izrek 3.2.4 (Nomura [38, Lemma 1]) Vsak 1-homogen graf I' je razdaljno-regularen.
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Slika 3.2: Razdaljna particija vozlis¢ grafa glede na par sosednjih vozlis¢ z,y. Velja T';(z) =
Di_,UD!UDi,, ter T;(y) = D{"" UDiUD{ (1 <i<d).

DokAz. Naj bo d premer grafa I' in naj bosta z in z vozli§éi grafa I', za kateri je
d(z,z) =i. Naj bo x = ug,u1,...,ui—1,u; = z pot dolzine ¢ med z in z. Definirajmo
D} = Dj(z,u1) (0 <4,j < d). Potem je z € D;_; in

IT'1(2) NTit1(z)| = [T1(z) N DT,

T1(2) NTi(x)| = [T1(2) N Di_y| + [T1(z) N D],
IT1(2) NTii1(z)| = [T1(2) N DiZ5| + [T1(2) N DiZi| + [Ta(2) N DiY.
Ker je I' 1-homogen, desne strani zgornjih ena¢b niso odvisne od izbire vozli§¢ z in

z, kar pomeni, da je I' razdaljno-regularen. [ |

Izreka 3.2.4 pa se ne da posplositi na h-homogene grafe za h > 1. Pot dolzine h (h > 1)
je o€itno h-homogen graf, vendar pa ni razdaljno-regularen (saj ni niti regularen).

Nekatere parametre particije razdaljno-regularnega grafa I', ki je podana na sliki 3.2,
lahko izra¢unamo kar iz njegovih preseénih stevil (tudi ¢e I" ni 1-homogen). Ker bomo
te parametre v nadaljevanju veckrat rabili, jih na§tejmo v naslednji lemi.

Izrek 3.2.5 (Jurisi¢, Koolen in Terwilliger [25, Lemma 2.11]) Naj bo I' razdaljno-
reqularen graf premera d in naj bosta x,y € VI sosednji vozliséi. Potem za poljubno
naravno Stevilo i (1 <1 < d) velja:

(i) Vsako vozlisée z € Di_, (oziroma D!™') je sosednje

a) natanko Ci—1 vozliséem iz D"} (oziroma D2
1—2 1—1/7
(b) natanko c¢; —ci—1 — |I'(z) N Dﬁj vozliséem iz D't (oziroma D} ),
(¢) natanko ai—1 — |T(z) N DI~ vozliséem iz D}_, (oziroma fol),
(d) natanko b; vozliscem in DI (oziroma D}, ),

(¢) natanko a; —a; 1+ |[T(2) N DI"}| wozliscem iz Dt

(ii) Vsako vozlisée z € Dt je sosednje
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(a) natanko ¢ —|T'(z)N DZ:% vozliséem iz Df-:_l,
b) natanko ¢ — |D(z)Nn D! vozliséem iz D1,
i—1 %
L 1+1 . . i+1
K3 ] ] )
(¢) natanko bi —|T'(2) N DTy vozlis¢em iz D,
d) natanko b — |T'(z) N DL vozliséem iz D!,
1+1 1+1
a; — b — ¢+ Ry
. . D,
(e) natanko ID(2) N DI~} + [T(2) N D::[H vozliséem iz D]
|

3.3 Nekateri rezultati o 1-homogenih grafih

V tem razdelku bomo predstavili nekatere rezultate o 1-homogenih grafih. Navedli
bomo nekaj primerov 1-homogenih grafov in podali nekatere zadostne pogoje za 1-
homogenost. Zatnimo z naslednjo preprosto lemo, katere dokaz zelo elementarno sledi
iz izreka 3.2.5.

Lema 3.3.1 (Nomura, [38, Lemma 2]) Naj bo I" razdaljno-regularen graf premera d.
Ce je a; > 0 kvecjemu za en i (1 <i < d), potem je I' 1-homogen. [ |

Kot smo ze povedali, je razdaljno-regularen graf I" s premerom d dvodelen natanko
takrat, ko je a; = 0 za vsak i (1 <14 < d). Torej iz leme 3.3.1 meddrugim sledi, da so
vsi dvodelni razdaljno-regularni grafi 1-homogeni. Seveda pa obstajajo tudi primeri
razdaljno-regularnih grafov, kjer je a; # 0 za natanko en i (1 < i < d). Tak primer je
Welssov graf (Brouwer, Cohen in Neumaier [4, Section 9.2 E|) s premerom d = 4 in
s prese¢nim §tevilom ao = 3.

Tudi vsi razdaljno-regularni grafi stopnje 3 so 1-homogeni (glej Jurisi¢ in Koolen
[21, Prop. 3.5]). Izmed teh nastejmo tiste, ki niso dvodelni: Coxeterjev graf (Brouwer,
Cohen in Neumaier [4, Section 10.2]), dodekaeder in Biggs-Smithov graf (Brouwer,
Cohen in Neumaier [4, Section 13.4]).

Oglejmo si Se en razred 1-homogenih grafov. Razdaljno-regularen graf I' premera
d je regularen skoraj-poligon (ang. regular near-polygon), ¢e zado$¢a naslednjima
zahtevama:

(i) za poljubni sosednji vozliséi z,y € VT je Di(z,y) bodisi prazna mnozica bodisi
Klika,

(ii) za vsako maksimalno kliko M grafa T in za vsako vozlisée z € VT z 9(M,x) < d
obstaja enoli¢no dolo¢eno vozliste v € M, tako da velja O(M, z) = d(w, z).

Taksen graf imenujemo tudi regularen skoraj (2d + 1)-gon, e obstaja tako vozliste
z € VI in taka maksimalna klika M, da je d(M,z) = d. Sicer graf I' imenujemo
regularen skoraj 2d-gon. Podajmo definicijo regularnih skoraj poligonov Se malo
drugate. Po Brouwer, Cohen in Neumaier [4, Theorem 6.4.1] je razdaljno-regularen
graf I" regularen skoraj-poligon, ¢e ne vsebuje grafa K1 kot induciranega podgrafa
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in e za njegova presecna, stevila velja a; = c;a; (1 <43 < d—1). Ce je tudi ag = cqa,
potem je T' regularen skoraj 2d-gon, sicer pa regularen skoraj (2d + 1)-gon. Primeri
regularnih skoraj-poligonov so Hammingovi grafi (Brouwer, Cohen in Neumaier [4,
Section 9.2]), antipodni kvocienti kock (Brouwer, Cohen in Neumaier [4, Section 9.2
D)) in dualni polarni grafi (Brouwer, Cohen in Neumaier [4, Section 9.4]). Naslednji
izrek je v [38] dokazal Nomura.

Izrek 3.3.2 (Nomura [38, Theorem 1]) Naj bo I' taksen razdaljno-regularen graf
premera d, za katerega je mnozica Di(z,y) klika za poljubni dve sosednji vozlisci
z,y € VI'. Potem je I' 1-homogen natanko takrat, ko je regularen 2d-gon.

1-homogenost grafa I je njegova globalna lastnost. Vendar se v nekaterih primerih
da na 1-homogenost grafa I" sklepati iz povsem lokalnih lastnosti, recimo iz lastnosti
njegovih lokalnih grafov. Naslednji rezultat sta dokazala Jurisi¢ in Koolen v [21]. Naj
bo I' razdaljno-regularen graf premera d. Za vozliséi z,y € VT, d(z,y) = i definirajmo
mnozice Cj(z,y) = I'i—1(z)NI'(y), Ai(z,y) = L'i(z)NI'(y) in Bi(z,y) = Lit1(z)NT(y)-
Mnozice C;(z,y), Ai(z,y) in B;(z,y) tvorijo particijo lokalnega grafa grafa T, ki ga
inducirajo sosedi vozliS¢a y. Rekli bomo, da ima graf I' lastnost CABj, ce je particija
CAB;(z,y) = {Ci(z,y), Ai(z,y), Bi(z,y)} lokalnega grafa ekvitabilna za vsak par
vozlis¢ z,y € VI, ki sta na razdalji 1 < j. Dalje, graf I" ima lastnost CAB, ¢e ima
lastnost CABy.

Izrek 3.3.3 (Jurisi¢ in Koolen [21, Theorem 3.1]) Naj bo T' razdaljno-regularen graf
premera d s preseénim Stevilom a1 # 0. Potem je I' 1-homogen natanko takrat, ko
ima CAB lastnost. [ |

Dokaj hitro se lahko prepricamo tudi v pravilnost naslednjega izreka.

Izrek 3.3.4 Naj bo I' 1-homogen graf in x € VI'. Potem je lokalni graf grafa T glede
na vozlisée x (to je podgraf grafa T, ki je induciran z T'(z)) bodisi disjunktna unija
klik bodisi razdaljno-reqularen graf premera 2, torej krepko regularen graf. [ |

Ker poznamo kar precej potrebnih pogojev, katerim morajo zados¢ati presecna
Stevila razdaljno-regularnih grafov premera 2, nam izrek 3.3.4 podaja tudi zelo mo¢ne
potrebne pogoje za parametre 1-homogenega grafa I', v primeru ko njegovi lokalni
grafi niso izomorfni disjunktni uniji klik.



Poglavije 4

Veckratnost lastne vrednosti
razdaljno-regularnega grafa

Znano je, da imajo lastne vrednosti grafov z visoko stopnjo simetrije dokaj veliko
veckratnost. Navedimo nekaj primerov. Graf ' je tranzitiven po lokih (oziroma loc¢no
tranzitiven), Ce za poljubna urejena para sosednjih vozlis¢ (u,v) in (z,y) obstaja tak
avtomorfizem ¢ grafa ', da je ¢(u) = z in p(v) = y. Naj bo I lo¢no tranzitiven graf
s stopnjo k in naj bo € njegova lastna vrednost. Biggs je pokazal (glej [2, Proposition
16.7]), da je vetkratnost lastne vrednosti # enaka 1 samo v primeru, ko je § = +k.
Biggsov rezultat je nato v [43] posplosil Smith. Urejeni mnozici (zg, 21, . . . , 7¢) vozlis¢
grafa T pravimo ¢-lok, Ce je vozlisCe x;_1 sosednje vozliséu x; za vsak ¢ (1 <17 < t).
Za graf I pravimo, da je t-tranzitiven (¢t € N), e njegova grupa avtomorfizmov deluje
tranzitivno na mnozici ¢-lokov, in netranzitivno na mnozici (¢ + 1)-lokov. Naj bo
I' regularen t-tranzitiven graf s stopnjo k, 6 pa njegova lastna vrednost. Smith je
pokazal, da ima lastna vrednost 8 veckratnost vsaj ¢t + 1, brz ko je 8 # £k.

Podobno se izkaze, da imajo tudi lastne vrednosti razdaljno-regularnih grafov brez
trikotnikov dokaj velike veckratnosti. Za induciran podgraf H grafa I' pravimo da je
geodetic¢en, Ce je razdalja med poljubnima vozliséema grafa H enaka njuni razdalji v
grafu I'. Naj bo sedaj I' razdaljno-regularen graf brez trikotnikov in naj bo k njegova
stopnja. Dalje, naj bo T poljubno geodeti¢no drevo v grafu I' in @ netrivialna lastna
vrednost grafa I' (torej lastna vrednost grafa I', ki ni enaka +k). Terwilliger [47,
Theorem 1] je pokazal, da je veCkratnost lastne vrednosti 6 vedja ali enaka Stevilu
listov drevesa 7. Izberimo si poljubno vozlisée = grafa I', x1,...,z; pa naj bodo
njegovi sosedi. Ker je graf I" brez trikotnikov, je podgraf T', ki je induciran z vozli§¢i
,T1,...,T, geodetitno drevo s k listi. Torej ima vsaka netrivialna lastna vrednost
grafa I' veCkratnost vsaj k. Da pa je ta spodnja meja lahko tudi doseZena, nam
povedo naslednji primeri.

(i) Dodekaeder je razdaljno-regularen graf premera 5 s preseéno tabelo {3,2,1,1,1;
1,1,1, 2,3}. Je prvi ¢lan neskonéne druzine morebitnih razdaljno-regularnih
grafov s preseénimi tabelami {2u2 o, 20 o — 1,y 11?20+ —
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1,202 + u}, p € N. Ce je I' ¢lan te druzine, potem ima lastno vrednost
20+ 3 z veckratnostjo 2u% + p. Dodekaeder ima torej lastno vrednost v/5 z
veckratnostjo 3.

(ii) Razdaljno-regularen graf s prese¢no tabelo {21,20,16;1,2,12} (coset graph of
doubly truncated binary Golay code - glej Brouwer, Cohen in Neumaier [4,
Section 11.3]) ima lastno vrednost —11 z ve¢kratnostjo 21.

(iii) Razdaljno-regularen graf s prese¢no tabelo {21, 20, 16,6,2,1;1,2,6,16,20,21}
(coset graph of once shortened and once truncated binary Golay code - glej
Brouwer, Cohen in Neumaier [4, Section 11.3]) ima lastno vrednost —11 z
veCkratnostjo 21.

(iv) Razdaljno-regularen graf s presetno tabelo {21,20,16,9,2,1;1,2,3,16,20,21}
(coset graph of a subcode of the doubly truncated binary Golay code - glej
Brouwer, Cohen in Neumaier [4, Section 11.3]) ima spet lastno vrednost —11 z
veCkratnostjo 21.

Se nekaj primerov razdaljno-regularnih grafov, ki imajo lastno vrednost z vetkratno-
stjo enako stopnji, bomo srecali v razdelku 4.2.

Kot se izkaze, imajo razdaljno-regularni grafi brez trikotnikov, ki imajo lastno
vrednost z veCkratnostjo enako stopnji grafa, pogosto dodatne kombinatori¢ne last-
nosti. Naprimer, vsi zgoraj naSteti grafi so 1-homogeni. V tem poglavju bomo
poskusili nakazati, zakaj lastna vrednost z veckratnostjo enako stopnji grafa botruje
tem dodatnim kombinatori¢nim lastnostim.

V prvem razdelku tega poglavja si bomo poblizje ogledali rezultate Nomure [40]
in Yamazakija [51], ki imajo za posledico klasifikacijo vseh dvodelnih razdaljno-
regularnih grafov, ki imajo lastno vrednost z veCkratnostjo enako stopnji grafa. V
drugem razdelku bomo njune rezultate posplo§ili na razdaljno-regularne grafe brez
trikotnikov in petkotnikov, ki imajo lastno vrednost z veCkratnostjo enako stopnji
grafa (niso pa nujno dvodelni). Podali bomo klasifikacijo teh grafov. Prav tako
bomo podali klasifikacijo dvodelnih skoraj 2-homogenih razdaljno-regularnih grafov
premera d > 4. V tretjem razdelku pa se bomo posvetili razdaljno-regularnim grafom
brez trikotnikov (ki pa imajo petkotnike), ki imajo lastno vrednost z vetkratnostjo
enako stopnji grafa. Videli bomo, da za nekatere od teh grafov lahko pokazZemo,
da so 1-homogeni. Rezultati drugega razdelka tega poglavja so povzeti po ¢lanku
[23], rezultati tretjega razdelka pa po ¢lanku [24]. Oba ¢lanka sta skupno delo z A.
Jurisicem in J. Koolenom.

4.1 Rezultati Nomure in Yamazakija

V ¢lankih [40] in [51] sta Nomura in Yamazaki podala klasifikacijo dvodelnih razdalj-
no-regularnih grafov, ki imajo lastno vrednost z veckratnostjo enako stopnji grafa.
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Poglejmo si njune rezultate nekoliko podrobneje. Najprej je Nomura v [40] dokazal
naslednji izrek.

Izrek 4.1.1 (Nomura [40, Theorem 1.2]) Naj bo T' 2-homogen dvodelen razdaljno-
reqularen graf stopnje k in premera d. Potem je preseéna tabela grafa I' enaka enemu
od naslednjih tipov:

G) {k,k—1;1,k},

(i) {2,1,...,1;1,...,1,2},

(i) {k,k—1,...,3,2,1;1,2,3,... ,k — 1,k},
(iv) {k,k—1,1;1,k — 1k},

(v) {4y,4y —1,2v,1;1,27,4y — 1,47}, y €N,

(Vl) {k‘,k‘—].,k'—C,C,1;1,0,]€—C,k‘—1,]€}, k :7(72+37+1); C:’Y(’Y+1), 7EN'

Grafi s presectno tabelo tipa (i) so polni dvodelni grafi. Presetne tabele tipa
(ii) pripadajo ciklom, presecne tabele tipa (iii) pa hiperkockam. Grafi s prese¢no
tabelo tipa (iv) so polni dvodelni grafi brez 1-faktorja. Ni se tezko prepricati, da so
vsi ti grafi 2-homogeni. Grafi s presec¢no tabelo tipa (v) so Hadamardovi grafi (glej
Brouwer, Cohen in Neumaier [4, Section 1.8]), ki so tesno povezani s Hadamardovimi
matrikami. Bralec se lahko o Hadamardovih matrikah poduci, recimo, v Hedayat in
Wallis [19]. Da pa so Hadamardovi grafi 2-homogeni, je pokazal Nomura v [39]. Grafi
s presetno tabelo tipa (vi) pa so antipodni razdaljno-regularni grafi indeksa 2. Znana
sta samo dva predstavnika te druzine. Za v = 1 dobimo 5-kocko, za v = 2 pa dvojni
krov Higman-Simsovega grafa. Oba ta dva grafa sta tudi 2-homogena.

Nedolgo za tem rezultatom pa je Yamazaki v [51] dokazal, da je vsak dvodelen
razdaljno-regularen graf, ki ima lastno vrednost z veckratnostjo enako stopnji grafa,
2-homogen. Ker imajo vsi grafi, nasteti v izreku 4.1.1, lastno vrednost z veckratnostjo
enako stopnji grafa, nam ta dva rezultata podata klasifikacijo dvodelnih razdaljno-
regularnih grafov, ki imajo lastno vrednost z veCkratnostjo enako stopnji grafa. No-
mura in Yamazaki sta torej skupaj v bistvu dokazala naslednji izrek.

Izrek 4.1.2 Naj bo I" dvodelen razdaljno-reqularen graf stopnje k in premera d. Po-
tem so ekvivalentne trditve (i)—(iii).

(i) GrafT je 2-homogen.
(ii) Graf T ima lastno vrednost z veckratnostjo k.

(iii) Graf T' ima preseéno tabelo enako eni izmed preseénih tabel, podanih v izreku
4.1.1. [ |
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Poleg tega pa nam Yamazakijev rezultat zagotovi, da so tudi grafi s presetno
tabelo tipa (vi) iz izreka 4.1.1 2-homogeni.

Prej kot se posvetimo dokazovanju rezultatov, navedimo Se naslednjo definicijo.
Naj bo I razdaljno-regularen graf premera d > 2 in naj bor € {1,2,...,d}. Pravimo,
da parameter -, obstaja za graf I, ¢e je

IT(z) NT(y) NTr1(2)] =%

za poljubna vozlis¢a z,y, z grafa ', za katera velja d(z, z) = 9(y, z) = r in d(z,y) = 2.
Ce je graf T dvodelen, potem se ni tezko prepricati, da je I’ 2-homogen natanko takrat,
ko parametri -y, obstajajo za vsak r € {1,2,...,d—1}. Opomnimo Se, da je parameter
71 vedno enak 1, ter da v primeru, ko je I' dvodelen graf premera d, parameter v4
vedno obstaja in je enak preseénemu Stevilu co.

4.2 Grafi brez trikotnikov in petkotnikov

Naj bo I' razdaljno-regularen graf brez trikotnikov, ki ima lastno vrednost z vec-
kratnostjo enako stopnji grafa. Izkaze se, da je dolzina najkrajSega cikla v grafu I’
kve¢jemu 5, glej lemo 4.2.4(iv). Zato lahko povsem naravno lo¢imo tri moznosti glede
na vrednost prese¢nih §tevil ¢g in ag: a0 =0incy > 2,a9 > 1incy =1 teras > 1
in ¢co > 2. Medtem ko sta zadnji dve moznosti zaenkrat Se pretezki za podrobnejso
obravnavo, pa je prva moznost tista, s katero se bomo ukvarjali v tem razdelku.

Posplosili bomo namre¢ rezultat Nomure in Yamazakija, ki smo ga predstavili v
razdelku 4.1. Podali bomo klasifikacijo razdaljno-regularnih grafov brez trikotnikov in
petkotnikov, ki imajo lastno vrednost z veckratnostjo enako stopnji grafa. Kot bomo
videli, dobimo rezultat, ki je skoraj identi¢en klasifikaciji Nomure in Yamazakija.
Nedvodelni razdaljno-regularni grafi brez trikotnikov in petkotnikov, ki imajo lastno
vrednost z veckratnostjo enako stopnji grafa, so namre¢ natanko cikli lihe dolzine
veGje ali enake 7 in antipodni kvocienti k-kock, kjer je k liho Stevilo vecje ali enako 7.
Opozorimo $e na to, da je razdaljno-regularen graf I' brez trikotnikov in petkotnikov
natanko takrat, ko sta presetni §tevili a1 in as grafa I' enaki 0. Na§ glavni rezultat
je naslednji izrek.

Izrek 4.2.1 Naj bo T razdaljno-regularen graf stopnje k in premera d ter s preseéni-
ma Steviloma a1 = as = 0. Graf ' ima lastno vrednost z veckratnostjo k natanko

takrat, ko je I' eden od mnaslednjih grafov:
(i) m-cikel (n > 6) s presecéno tabelo {2,1,...,1;1,...,1,2},
(ii) k-kocka (k > 2) s preseéno tabelo {k,k—1,...,3,2,1;1,2,3,... .,k — 1,k},
(iii) poln dvodelen graf brez 2-faktorja s preseéno tabelo {k,k—1,1;1,k—1,k}, k > 3,
)

(iv) Hadamardov graf s preseéno tabelo {4y,4y —1,27v,1;1,2v,4y — 1,44}, v € N,
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(v) razdaljno-regularen graf s presecno tabelo {k,k—1,k—c,c,1;1,¢,k—c,k—1,k},
k=90 +3y+1), c=y(y+1), v€N,

(vi) antipodni kvocient k-kocke (k liho, k > 7) s preseéno tabelo {k,k—1,..., |k/2]+
2;1,2,...,|k/2]}.

Preden se lotimo dokazovanja izreka, navedimo Se nekaj terminologije in rezulta-
tov, ki jih bomo rabili v nadaljevanju. Povezan graf se imenuje rektagraf, Ce je brez
trikotnikov in ¢e imata poljubni dve vozliséi, ki sta na razdalji 2, natanko 2 skupna
soseda. Po Brouwer, Cohen in Neumaier [4, Proposition 1.1.2] je vsak rektagraf reg-
ularen. Naj bo I" poljuben graf. Podgraf H grafa I" bomo imenovali s-krempelj grafa
I' (s € N), e je izomorfen polnemu dvodelnemu grafu K ;. Naslednja lema bo igrala
pomembno vlogo pri naSem raziskovanju v tem razdelku.

Lema 4.2.2 Naj bo T" rektagraf stopnje k, v katerem je vsak 3-krempelj vsebovan v
enoliéno doloceni 3-kocki. Naj bo A k-kocka in © € VA. Potem wveljajo naslednje
trditve:

(i) Obstaja preslikava ©: VA — VT, ki ohranja razdalje 0,1 in 2. Ce T ne vsebuje
petkotnikov, potem w ohranja tudi razdalje 3.

(ii) Zozitev preslikave m na mnoZico vozlis¢ {x}UA(z) preslika {x}UA(z) bijektivno

na {n(z)} Ul(w(z)).
(iii) Preslikava 7 je surjektivna.

(iv) Ce sta z' in y' sosednji vozliséi grafa T, potem je vsako wvozlisée v © *(z')
sosednje natanko enemu vozliséu iz w1 (y'). Torej je tudi moé mnoZice (')
enaka moci mnozice © 1 (y').

DokAz. (i) Glej Brouwer, Cohen in Neumaier [4, Proposition 4.3.6].

(ii) Ker preslikava m ohranja razdaljo 1, je w(y) € I'(w(x)) za vsak y € A(z). Ker
pa je A brez trikotnikov in ker 7 ohranja tudi razdalje 2, je zozitev preslikave 7 na
mnozico {z}UA(z) injektivna. Mnozici {z}UA(z) in {m(z)}UT'(7(z)) pa sta seveda
koné¢ni ter enako moc¢ni, torej je zozitev preslikave 7 na mnozico {z} U A(z) tudi
surjektivna.

(iii) Recimo, da preslikava 7 ni surjektivna. Ker je graf ' povezan, obstaja tako
vozlisée y € VA, da vsaj eden od sosedov vozlista w(y) € VT ni slika nobenega
vozliséa grafa A. To pa pomeni, da zozitev preslikave = na mnozico {y} U A(y) ni
bijekcija, kar je v protislovju s tocko (ii).

(iv) Glej Brouwer, Cohen in Neumaier [4, Proposition 4.3.7]. [ |

Naj bosta £ in n naravni §tevili in naj bodo vi,v9,...,v, vektorji evklidskega
prostora R". Gramova matrika vektorjev vi,vs,...,v, je matrika G dimenzije £ X £,
definirana z

Gij = (vi,v5) (1<4,5<0).
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Zmano je, da so vektorji v1,v9, ..., v, linearno neodvisni natanko takrat, ko je deter-
minanta njihove Gramove matrike razlicna od 0.

4.2.1 Veckratnost lastnih vrednosti

V tem podrazdelku bomo dokazali nekaj rezultatov, ki jih bomo potrebovali v nadal-
jevanju. Kot bomo videli, pa ti rezultati tudi motivirajo nase raziskovanje razdaljno-
regularnih grafov, ki imajo lastno vrednost z veckratnostjo enako stopnji grafa. Doka-
zali bomo, da imajo razdaljno-regularni grafi, ki imajo lastno vrednost z veckratnostjo
enako stopnji grafa, dodatne kombinatori¢ne lastnosti. Bolj natan¢no, dokazali bomo,
da v primeru, ko je tak graf brez trikotnikov in petkotnikov, parameter v, obstaja. To
pa je seveda prva stopnicka na poti proti 2-homogeni lastnosti. Za¢nimo z naslednjo
preprosto lemo.

Lema 4.2.3 Naj bo n naravno stevilo, I identicna matrika dimenzije n X n in J
matrika iz samih enic, prav tako dimenzije n X n. Naj bosta a in b poljubni realni
stevili. Potem je

det(al 4+ bJ) = a" (a + nb).

DokAz. Ker trditev o¢itno drzi za b = 0, privzemimo da je b # 0. Vemo, da je
determinanta matrike enaka produktu njenih lastnih vrednosti. Kaj pa so lastne
vrednosti matrike al +bJ? Naj bo x lastni vektor matrike al + bJ za lastno vrednost
A. Torej je (al + bJ)x = Axz. To pa je ekvivalentno enacbi (A — a)xz = b(j, )7,
kjer je 7 vektor iste dimenzije kot @, sestavljen iz samih enic. Ce je A # a, potem
je vektor & veckratnik vektorja j. Torej ima matrika al + bJ kvefjemu eno lastno
vrednost razlicno od a, njena veckratnost pa je v tem primeru 1. Vse ostale lastne
vrednosti so torej enake a, zato je a lastna vrednost matrike al + bJ z veCkratnostjo
n — 1 ali n. Vemo pa tudi, da je vsota lastnih vrednosti matrike enaka sledi matrike.
Sled matrike al + bJ je enaka n(a + b). Ker je b # 0, mora biti torej vsaj ena lastna
vrednost matrike al + bJ razliéna od a. Oznaéimo to lastno vrednost z A. Iz enacbe
(n —1)a + X = n(a + b) naposled dobimo A\ = a + nb. Lema je tako dokazana. |

Lema 4.2.4 Naj bo ' razdaljno-regularen graf stopnje k > 3 in s preseénim Stevilom
a1 = 0. Naj bo 0 # £k njegova lastna vrednost in E pripadajocéi glavni idempotent.
Z my oznacimo veckratnost lastne vrednosti 8. Potem veljajo naslednje trditve:

(1) mg > k,
(i) @ # 0 natanko takrat, ko ima (I'(z))g dimenzijo k za vsako vozlisce x € VT,

(iii) ée je 8 = 0, potem ima (({z} UT'(z)) \ {y})g dimenzijo k za vsak x € VT in
vsak y € T'(z),

(iv) ée je mg =k, potem je dolzina najkrajSega cikla v T' najveé 5.
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DoxkAz. (i) Neposredno iz Terwilligerjevega rezultata [47, Theorem 1] (glej tudi uvod
v to poglavje).

(ii) Naj bo z poljubno vozlisée grafa I'. Vozliséa {yi,...,yx} naj bodo sosedi vo-
zlis€a x, G pa naj bo Gramova matrika vektorjev Eyq,..., Ey;. Naj bo 63,607,...,0]
zaporedje dualnih lastnih vrednosti, ki pripada glavnemu idempotentu E. Ker je I'
brez trikotnikov, je d(y;,y;) =2 (1 < 14,5 < k) brz ko je i # j. Zato po lemi 2.3.5(i)

dobimo
me mg

~ VT ~ VT

kjer je I identi¢na matrika dimenzije k x k, J; pa matrika sestavljena iz samih enic,
prav tako dimenzije k x k. Po lemi 4.2.3 je determinanta matrike G enaka

G (Ix + 05 (Jg — Iy)) (1 —63)I + 65Jy),

mg

W)ku —0)E (1 + (- 1)65).

det (@) = (
Determinanta matrike G je torej enaka 0 natanko takrat, ko 65 € {1,1/(1—k)}. Ker je
preseéno §tevilo a; grafa T’ enako 0, po lemi 2.3.5(ii) dobimo 04 = (6% —k)/(k(k —1)).
Ce je 05 = 1, potem je § = £k, kar po predpostavkah leme ni mogoce. Ce pa je
05 = 1/(1—k), dobimo € = 0. Torej je determinanta matrike G razli¢na od 0 natanko
takrat, ko je @ # 0. Zato so vektorji Ey1, ..., By linearno neodvisni (in ima vektorski
podprostor (I'(z))g dimenzijo k) natanko takrat, ko je 6 # 0.
(iii) Naj bo 8 = 0. Iz leme 2.3.5(ii) v tem primeru dobimo 67 = 01in 65 =1/(1 — k).
Naj bo z poljubno vozlisée grafa I' in I'(z) = {y1,...,yx}- Brez skode za sploSnost
lahko privzamemo y = y;. Naj bo G Gramova matrika vektorjev Ez, Eyy, ..., Eyg 1.
Po lemi 2.3.5(i) dobimo

1 67 65 - 6f

oy 1 65 --- 6

_ M | e 65 1 ... 6
G VT 1 :2 o :2
07 65 05 1

Ker je 7 =0, je
det(G) = (mg/lVPDk det(Ik_l + 9;(Jk;_1 - Ik—l)) =

(mg/|VT|)* det((1 — 05)Ij_1 + 03J5_1),

kjer sta Iy 1 in J_1 identi¢na matrika in matrika samih enic, obe dimenzije (k —1) x
(k —1). Po lemi 4.2.3 je zato

det(G) = (mo/|VT)*(1 — 03)*2(1 + (k — 2)63).

Ker pa je 05 = 1/(1 — k) # 1, je det(G) # 0. Vektorji Ez, Ey,...,Ey,_1 so torej

linearno neodvisni.
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(iv) Predpostavimo, da je my = k, dolzina najkrajsega cikla v grafu I’ pa vecja od 5.
Torej za presecna Stevila grafa I' velja a1 = a2 = 0 in ¢o = 1. Izberimo si z € VT ter
y € I'(z). Naj bo T podgraf grafa T, induciran z I'(z) UT'(y). Ni se tezko prepricati,
da je T geodeti¢no drevo v I, zato je veckratnost mg = k vecja ali enaka Stevilu listov
drevesa T'. Toda drevo T ima 2(k — 1) > k listov, kar pa je seveda protislovje! Lema
je tako dokazana. |

V naslednji lemi bomo pokazali, da imajo razdaljno-regularni grafi brez trikot-
nikov in petkotnikov, ki imajo lastno vrednost z veCkratnostjo enako stopnji, dodatne
kombinatori¢ne lastnosti. Pokazali bomo namre¢, da za tak$ne grafe parameter -;
obstaja, brz ko je a; =0 (1 <i <d—1).

Lema 4.2.5 Naj bo I' razdaljno-regularen graf stopnje k > 3, premera d > 3 in s
preseénima Steviloma a1 = ag = 0. Naj bo 0 njegova lastna vrednost z vecékratnostjo
k. Potem veljajo naslednje trditve:

(1) Co Z 2.

(i) 0 # 0.

(iii) Za vsak i (1 <1i < d—1) za katerega je a; = 0, obstaja parameter vy;. Pri tem
je
_ (k — 92)(202 —k)+ 03(92 -1)
2= 02(k — 1)

DokAz. Naj bo E glavni idempotent grafa I', prirejen lastni vrednosti 6.
(i) Ce bi bil ¢y = 1, potem bi imel najkrajsi cikel v grafu I' dolzino vecjo od 5, kar pa
po lemi 4.2.4(iv) ni mogoce.
(ii) Privzemimo, da je # = 0. Ker je a; = ag = 0, dobimo iz leme 2.3.5(ii) 67 = 65 = 0
in @5 =1/(1 —k). Najboz € VI'in naj bo I'(z) = {y1,--.,yk}- Po lemi 4.2.4(iii) so
vektorji Bz, By, ..., Ey,_1 baza vektorskega podprostora (({z}UT'(z))\{vr })E. Ker
je veCkratnost lastne vrednosti € enaka k, je dimenzija njenega lastnega podprostora
tudi enaka k. Ker pa so vektorji Fx, Fyq,..., Ey,_1 lastni vektorji za lastno vrednost
0, je ({z} UT'(x)) \ {yx})E enak lastnemu podprostoru lastne vrednosti 6.

Naj bo z sosed vozliséa y;, z # z. Ker je Ez tudi lastni vektor za lastno vrednost
0, obstajajo taka realna §tevila o; (1 <i <k —1) in ¢, da velja

k—1
Ez=)_ o;By; + 6Ex. (4.1)

=1

Ker je d(z,z) = 2, ima z v mnozici I'(z) poleg yi $e c; — 1 sosedov. Brez skode za
splosnost lahko privzamemo, da so to vozlisca yi,...,yc—1- Ker je presecno Stevilo
ag = 0, je d(z,y;) =3 7acy <i < k—1. Ce enacbo (4.1) skalarno pomnozimo z
([VT|/k)Ey; (1 < j <k —1) in uporabimo lemo 2.3.5(i), dobimo enacbe
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k-1
0=05) oi—ajf3+a; (1<j<k-1), (4.2)
i=1
saj je 0F = 65 = 0. Ce pa enacbo (4.1) skalarno pomnozimo z (|VT|/k)Eys, dobimo
se

k—1
0=0;=65) o
i=1

Iz zgornjih dveh enacb pa o€itno sledi, da je o = 0 za 1 < ¢ < k — 1, saj je
05 =1/(1 — k) # 1. Torej je
Ez ={6Fzx.

Ker imata vektorja Ez in Ez enako doliino ((Exz,Ez) = (Ez,Ez)), je § = +£1,
torej Ez = +Ez. Ce pa sedaj izracunamo skalarni produkt |VT|/k(Ez, Ez), dobimo
1/(1 — k) = 65 = £1. Torej k € {0,2}, kar pa je protislovje. Lastna vrednost € je
zato razli¢na od 0.

(iii) Naj bo ¢ (1 <4 < d — 1) tako naravno §tevilo, da je a; = 0. Izberimo poljubni
vozligéi z,y € VT, ki sta na razdalji 2, in 2 € Di(z,y). Ker je v1 = 1, lahko
privzamemo i > 2. Naj bo I'(z) = {y1,...,ykx}. Ker je d(z,y) = 2, lahko brez
skode za splosnost privzamemo, da je I'(z) N I'(y) = {y1,...,Yc, }.- Ker je aa = 0, je
0(y,yj) =3 zaco+1<j <k Potocki (ii) je 8 # 0. Ker je Ey lastni vektor za
0 in ker so vektorji Fyi,..., Ey, po lemi 4.2.4(ii) baza lastnega podprostora lastne
vrednosti 6, obstajajo taka realna stevila o (1 < j < k), da je

k
Ey =) a;Ey;. (4.3)
j=1

Ce enacbo (4.3) skalarno pomnozimo z Ey, (1 < £ < k), ugotovimo (podobno kot pri
dokazu tocke (ii)), da je a1 = -+ = ¢, In Qgy41 = -+ = . Oznatimo o = o in
B8 = ay. Tako dobimo

vTr
05 = VN By, Ba) = 65 (acr + Bk~ c2)
in
07 = T<Ey,l7]yl> =a+05(alca — 1) + Bk — ¢2)).

Ker je 0F = 0/k #0, 65 = (02 — k)/(k(k — 1)) # 1 in k # ¢y, dobimo od tod

U a0 R

_ 03005 — 1) + ca(6 — 63) (65 +63)
07 (1 - 65)

(k —c2)07(05 - 1)

Naj bo v = (=, y, z) mo¢ mnozice I'(z) NT'(y) NT';_1(2z). Zopet lahko brez skode za
splosnost privzamemo, da je I'(z) NT'(y) NT—-1(2) = {y1,...,yy}. Hitro opazimo, da
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zaradi trikotniske neenakosti in a; = 0 velja 0(z,y;) =i+ 1za v+ 1 < j < co. Ker je
IT'(z)NT—1(2)| = ¢, lahko privzamemo, da je 0(z,y;) = i—1za co+1 < j < ca+¢;—7.
Podobno kot prej nam a; = 0 zagotavlja, da je 0(z,y;) = i+1za cp+¢;—y+1 < j < k.
Torej dobimo

T
0 =V my, B2 =
=ay0; 1 +alca —7)0; 1+ B(ci —7)0; 1+ Bk —ca—ci +7)071- (4.4)

Enacba (4.4) je linearna enacba za -y, s koeficientom pri y enakim (a—8)(0;_; — 07 ;).
Ali je ta koeficient lahko enak 07 Ker je @« — f = 6/(k — ¢2) in ker je 6 # 0, je tudi
a—f # 0. Ali je lahko 6;_; — 6} ; = 0?7 V tem primeru najprej iz leme 2.3.5(ii)
dobimo (ker je a; = 0)

067 = cibi_1 + bifi, ) = kb7 1,

od tod pa 0707 = 07 ;. Ker pa je acy + by = 05/67, dobimo iz enacbe (4.4) Se
07 = 6507, ,/07. Torej imamo

xNk ¥k __ O*
92 i—|—1_910i _91'—1—1'

Ce bi bil 8}, , = 0, potem je tudi 6 | = 6 ; = 0. Iz leme 2.3.5(ii) dobimo se 6} = 0,
saj je 8 # 0. Sedaj pa iz leme 2.3.5(ii) z rekurzijo dobimo 8/k = 67 = 0, kar pa
je protislovje. Torej je 67 ; # 0 in zato 65 = 1. To pa pomeni § = +k, kar pa je
nemogoce, ker je veckratnost lastne vrednosti 6 enaka k. Koeficient (a—g) (07 | —07, )
je torej razlicen od 0, zato lahko «y izratunamo iz enacbe (4.4). To pa seveda pomeni,
da <y ni odvisen od izbire vozli§¢ z, y, z. Torej parameter v; grafa I' obstaja.

Formulo za 7, dobimo neposredno iz enacbe (4.4) za i = 2. Lema je tako dokazana.

Prej kot preidemo na dokaz glavnega izreka tega razdelka, dokazimo Se naslednjo
lemo. Njen dokaz je povzet po dokazu leme Nomura [40, Lemma 5.1].

Lema 4.2.6 Naj bo T' razdaljno-regularen graf stopnje k > 3, premera d > 3 in s
presecnima Steviloma aq = ag = 0. Izberimo si naravno Stevilo i (2 <1i < d—1), tako
da je a; = 0 in da parameter v; obstaja. Potem veljata naslednji trditvi:

(i) ée je i =2, potem je (k—2)(y2 — 1) = (c2 — 1)(c2 — 2),
(i) vi(cit1 —1) = ci(ea — 1).

DokAz. (i) Naj bo u poljubno vozlis¢e grafa I' in naj bosta v € I'(u) in w €
[y(u) NT'(v). Prestejmo povezave med mnozicama M; = I'(u) NT'(w) NT(v) in My =
I'(v) NT'2(u) NT'y(w) na dva razliéna nacina. Najprej, mnozica M; ima cp — 1 vozlis¢.
Vsako izmed teh vozlis¢ je na razdalji 2 od v, torej ima z vozliSéem v natanko cy
skupnih sosedov. Razen vozliS¢ v in w, morajo biti vsi ostali skupni sosedi vsebovani
v mnozici My. Torej ima vsako vozlisée iz My, v M5y natanko ¢y — 2 sosedov. Po drugi
strani pa je v mnozici My natanko by —1 = k —2 vozlis¢. Vsako od njih ima v mnozici
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M, natanko 9 — 1 sosedov. Namrec¢, vozli§éa iz My so na razdalji 2 od v in w, zato
morajo imeti med skupnimi sosedi vozliS¢ u in w natanko o sosedov. Eden od teh je
v, ostali pa morajo biti vsebovani v mnozici M.

(ii) Izberimo si poljubno vozlisée u grafa I' ter sosednji vozliséi v € Tj(u) in w €
[i+1(u). Podobno kot pri dokazu tocke (i) preStejmo na dva razli¢na na¢ina povezave
med mnozicama I';_1(u) NT'(v) in Tj(u) N T'(w) N Te(v). V mnozici T';_1(u) N T'(v)
je natanko ¢; vozlis¢, od katerih ima vsako v mnozici I';(u) N I'(w) N I'2(v) natanko
cg — 1 sosedov. Po drugi strani pa je v mnozici I';(u) NT'(w) N Te(v) natanko ¢;yq —1
vozlisé, od katerih ima vsako v mnozici T';_1(u) N '(v) natanko ; sosedov. |

4.2.2 Kilasifikacija

V tem podrazdelku bomo dokazali glavni rezultat tega razdelka, to je izrek 4.2.1. Se
enkrat se spomnimo, da smo vozli§¢a poljubnega grafa A identificirali s standardno
ortonormirano bazo evklidskega prostora R", kjer je n = |[VA|. Naj bo z poljubno
vozlisée grafa A. Za poljuben vektor v € R" bomo z v, = (v,z) oznacili tisto
komponento vektorja v, ki pripada vozlis¢u x. Pri dokazovanju izreka 4.2.1 bomo
potrebovali naslednja dva rezultata, ki pa sta zanimiva tudi sama po sebi.

Izrek 4.2.7 Naj bo I' razdaljno-reqularen graf stopnje k > 3, premera d > 3 in s
preseénimi Stevili a; = ag = 0 ter ¢; =1 za i € {1,2,3}. Potem ima I" lastno vrednost
0 € {k—2,2—k} natanko takrat, ko je izomorfen k-kocki, ali ko je k liho Stevilo veéje
ali enako 7 in je izomorfen antipodnemu kvocientu k-kocke.

DokAz. Ce je I' izomorfen k-kocki, potem sta k — 2 in 2 — k njegovi lastni vrednosti,
obe z vetkratnostjo k (glej Brouwer, Cohen in Neumaier [4, Theorem 9.2.1]). Ce
pa je T’ izomorfen antipodnemu kvocientu k-kocke, kjer je k liho Stevilo vecje ali
enako 7, potem ima I" lastno vrednost 2 — k, ki je tudi veckratnosti k (glej Brouwer,
Cohen in Neumaier[4, stran 264]). Privzemimo sedaj, da ima I' lastno vrednost
0 € {k—2,2—k}. Ker je I rektagraf s ¢c3 = 3 in as = 0, je po Brouwer, Cohen in
Neumaier [4, Lemma 4.3.5(ii)] vsak 3-krempelj v I" vsebovan v enoli¢no doloceni 3-
kocki. Iz leme 4.2.2(i) zato sledi, da obstaja preslikava 7 vozlis¢ k-kocke A v vozlista
grafa T', ki ohranja razdalje 0,1,2 in 3. Naj bo Il = {7 !(z) | z € VT'}. Ker je
preslikava 7 surjektivna (lema 4.2.2(iii)), je II particija vozlis¢ grafa A. Po lemi
4.2.2(iv) je particija I ekvitabilna, kvocientni graf A/II pa je o¢itno graf I'. Izberimo
sizg € VI'innaj bo Cy = 7~ (zp). Za vsako naravno stevilo i (1 < i < d) definirajmo

Ci = U 7 H(z).

zeVTID
A(wg,z)=i

Po Brouwer, Cohen in Neumaier [4, Lemma 11.1.4] je C; = {z € VA | 9(z, Cy) = i},
kjer je 0(z,Cy) = min{d(z,7) | g € Co}.

Naj bo 65(T),67(T),...,0;(I") zaporedje dualnih lastnih vrednosti grafa I', pri-
padajoce lastni vrednosti 6. Stevilo 6 pa je tudi lastna vrednost grafa A z veckra-
tnostjo k. Naj bo 65(A),67(A),...,0;(A) zaporedje dualnih lastnih vrednosti grafa
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A, pripadajoce lastni vrednosti §. Dalje, naj bo n = |VI'|. Definirajmo sedaj vektor
D€ ]RQk, ki bo lastni vektor grafa A za lastno vrednost 6. Najprej po lemi 2.3.5(ii)
dobimo, da je vektor v € R", definiran z

v, =0; (') <= 9J(zg,z) =1 (xz € V),

lastni vektor grafa I' za lastno vrednost 6. Vektor v € RQk, definiran z

k
Uz = 2—ke;(r) — 7 € (C},

pa je zato po izreku 3.1.3(i) lastni vektor grafa A za lastno vrednost 6.

Izberimo si sedaj Tg € Cp in naj bodo Z; (1 < i < k) njegovi sosedi. Ker 7
ohranja sosednost, je T; € C; (1 <4 < k). Naj bo F glavni idempotent grafa A, ki
pripada lastni vrednosti . Pokazimo, da je ¥ = E(Tj). Ker je v lastni vektor grafa
A za lastno vrednosti 0, je E(v) = U. Lema 4.2.4(ii) nam zagotavlja, da so vektorji
E(z;) (1 <i < k) baza lastnega podprostora E]ng, ki pripada lastni vrednosti 8. Po
lemi 2.3.5 imamo

k . k6 .
(E(Zo), E(Ti)) = ;01(A) = 557 (1<i<k).
2 2¢ k
Po drugi strani pa po definiciji vektorja © dobimo
k k6

(v, B(@) = (B(0),70) = (5,7) = 9z = 0i(T) = 5 (1<i <)

Ker se skalarni produkti vektorjev ¥ in E(Zg) z baznimi vektorji E(Z;) (1 < i < k)
ujemajo, je v = E(Ty).
Ce je T € Cy, potem po definiciji vektorja @ velja Tz = k0j5(T')/2F = k/2%. Torej je

k
CoC{zT e VA |vz=E(@)z = 2_’“}'

Ker pa je E = (k/2F) Zf:o 07 (A)A;, kjer so A; razdaljne matrike grafa A, je
E(70)z = (k/2F)07(A) natanko takrat, ko je 0(Zg,Z) = i. Po Brouwer, Cohen in
Neumaier [4, Proposition 4.4.7] je lahko dualna lastna vrednost 67 (A) enaka 1 samo
v primeru, ko je i = 0 ali 4 = k. Zato je mnozica {Z € VA | E(zo)z = (k/2F)}
enaka bodisi {z¢} bodisi {z¢, yo}, kjer je yo enoli¢no dolo¢eno vozlisée grafa A, ki je
na razdalji k od zo. Torej je I' bodisi k-kocka (v primeru, ko je Cy = {z¢}) bodisi
antipodni kvocient k-kocke (v primeru, ko je Cy = {z¢,y0}). Poglejmo si primer, ko
je I' antipodni kvocient k-kocke. Ce je k sodo stevilo, potem niti k — 2 niti 2 — k nista
lastni vrednosti grafa I' (glej Brouwer, Cohen in Neumaier [4, stran 264]). Torej mora
biti k£ liho §tevilo. Ker pa je premer d grafa I' veéji ali enak 3, mora biti £ > 7. Izrek
je s tem dokazan. |

Opomba: Ideja dokaza je bila najprej uporabljena v ¢lanku Meyerowitz [33], glej
tudi Brouwer, Godsil, Koolen in Martin [6].



GRAFI BREZ TRIKOTNIKOV IN PETKOTNIKOV

Izrek 4.2.8 Naj bo T' razdaljno-regularen graf premera d > 3, stopnje k > 3, s
preseé¢nimi Stevili a1 = ao = 0, za katerega parameter o obstaja. Potem wvelja vsaj
ena od nasledngih trditev:

(i) 2=c=1,
(ii) 2 =1,c0 =2 in c3 = 3,
(iii) T' je dvodelen in 2-homogen.

DOKAz. Oznaéimo v = 7, in si oglejmo dva primera: y=1iny > 2. Ceje vy =1
in ¢; = 1, potem dobimo primer (i). Ce pa je vy =1 in ¢ > 2, potem iz leme 4.2.6(i)
sledi, da je co = 2. Sedaj pa po lemi 4.2.6(ii) dobimo Se c3 = 3. Tako dobimo primer
(ii) in dokaz je tudi v tem primeru koncan.

Privzemimo sedaj, da je v > 2 in pokazimo, da je I' dvodelen in 2-homogen. Iz
leme 4.2.6(i) najprej dobimo c; > 2. Ce je v > ¢y, potem, zopet iz leme 4.2.6(i),
dobimo co > k, kar pa ni mogoce. Torej je co > . Sedaj pa najprej pokazimo, da je
2c3 > k+3. Kerjeco >v>2,jecoy—2c2+2y=co(y —2) +2y > %2 > y(y - 1).
To pa pomeni, da je

coy — 2¢co + 2

> 1.
vy —1)
Iz leme 4.2.6 dobimo tudi
-1 -2 -1
poleze=? o oy oeles) (4.5)
v—1 Y
Torej je
coy — 2¢c0 + 2y
2c3 —k=(ca —1)———————,
( ) vy = 1)

odtod pa 2c5 — k > co — 1 > 2 ter zato 2c3 > k + 3.

Pokazimo sedaj, da je T' dvodelen. Ce I' ni dvodelen, naj bo i najmanjse naravno
Stevilo, za katerega je a; # 0. Seveda je i > 3. Po Brouwer, Cohen in Neumaier
[4, Proposition 5.5.4(ii)] dobimo ¢; < a;. Ker je zaporedje ci,c2, - ,cq4 po izreku

2.3.3(ii) narascajoce, in ker je 2c3 > k + 3, je

a; >¢c; > cy> E

2
To pa je seveda protislovje, saj je a; + ¢; < k. Graf ' je torej dvodelen, iz (4.5) pa

dobimo Se
b3=k—C3:(62_7)(62_’y—1). (46)
vy —1)

Hitro se lahko tudi prepri¢amo, da je premer grafa I' manjsi ali enak 5. Ker je c3 > k/2
in ker je bs + c3 = k, je seveda b3 < c3. To pa pomeni, da je premer grafa I' manjsi
ali enak 5, glej izrek 2.3.3(iii). Pokazimo sedaj Se, da je graf I' 2-homogen. Najprej se
prepri¢ajmo, da ¢y deli §tevilo 2y(y + 1). Ker je ko = k(k — 1)/ca celo $tevilo, mora
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¢y deliti k(k — 1). Iz ena¢be (4.5) izra¢unajmo k(y — 1) in (k — 1)(y — 1), od tod pa
se (v —1)%k(k — 1) = (¢ — 3ca + 27)(c3 — 3co + v+ 1). Ker ¢y deli k(k — 1), mora
seveda deliti tudi (y — 1)?k(k — 1). Torej mora cy deliti tevilo 2y(y + 1).

Oglejmo si sedaj primere d = 3, d = 4 in d = 5 vsakega posebej. Ce je d = 3,
potem mora biti b3 = 0. Ker pa je ca > 7, iz (4.6) dobimo c2 = v + 1. Toda potem
iz (4.5) sledi k = v + 2. Graf T je zato poln dvodelen graf brez 1-faktorja, ki pa je
seveda 2-homogen, glej razdelek 4.1.

Privzemimo sedaj, da je d = 4. Iz Brouwer, Cohen in Neumaier [4, Lemma
4.1.7] dobimo, da je preseéno stevilo p}, enako k(k — 1 — c3)/co. Torej mora, cp deliti
k(k—1—c3). Iz (4.5) dobimo y(y—1)?k(k—1—c3) = (ca —1)(ca — 27)(c% — 3co +27).
Zato stevilo ¢y deli stevilo 472. Toda ker ¢y deli 2y(y + 1), mora deliti tudi §tevilo
4y(y+1) —4y?% = 4v. Ker pa je ¢y > 1, dobimo ¢y € {4/3,27,4v}. Oglejmo si vsako
od teh treh moznosti posebej. Stopnja k je seveda naravno Stevilo, zato v primeru
co = 47 iz (4.5) dobimo (y — 1) | 6, oziroma vy € {2,3,4,7}. Samo za v = 3 je §tevilo
ko tudi naravno, vendar pa za vy = 3 §tevilo p}, ni naravno. Ce je co = 27, potem
iz (4.5) dobimo k = 47 in ¢3 = 4y — 1. Graf I je torej razdaljno-regularen graf s
presecno tabelo {4v,4y — 1,2v,1;1,2v,4y — 1,4v}, oziroma Hadamardov graf, ki pa
je 2-homogen (glej razdelek 4.1). V primeru, ko pa je co = 4v/3, iz (4.5) dobimo, da
je stopnja k celo Stevilo samo za v = 3. Vendar pa je potem co =4, k=5 in ¢3 = 5,
kar pa je v protislovju s predpostavko, da je premer d enak 4. S tem smo zakljucili
dokaz primera d = 4.

Oglejmo si Se primer d = 5. V tem primeru je bs > co po izreku 2.3.3(iii). Iz
(4.6) zato dobimo (ca — v)(c2 — v — 1) > coy(y — 1), oziroma ¢z > y(y +1). Ker
pa ¢y deli 2y(y + 1), je seveda ¢ € {y(y + 1),2y(y + 1)}. Vzemimo najprej, da je
co = 2y(y + 1). Ker mora biti stopnja k naravno §tevilo, iz (4.5) zopet dobimo, da
mora 7y — 1 deliti stevilo 6, torej v € {2,3,4,7}. Vendar za nobeno od teh vrednosti
stevilo k3 ni naravno §tevilo, zato lahko privzamemo, da je ¢; = y(y +1). V tem
primeru imamo ¢y = bs in ¢3 = be, ter zato ks = k(k — 1)/cs. Torej mora c4
deliti stevilo k(k — 1). Ce je ¢4 = k — 1, potem je I' razdaljno-regularen graf s
presecno tabelo {k,k — 1,k — ¢,c,1;1,¢,k — ¢,k — 1,k}, kjer je k = v(v? + 3y + 1)
inc =c = q(y+1). Taksni grafi pa so seveda 2-homogeni, glej razdelek 4.1.
Privzemimo sedaj 8e ¢4 < k — 1. Potem je ¢4 = k(k — 1)/(k + a) za neko naravno
Stevilo a. Iz ¢4 > c3 dobimo a < 72 + 2y — 1 — 1/(y(y + 2)). Ker pa je a naravno
stevilo, je a < ¥2 4+ 2y — 2. Graf T seveda ni antipoden, saj je by = k —cs > ¢ = 1.
Ker je a5 = 0, dobimo po Brouwer, Cohen in Neumaier [4, Proposition 5.6.1], da je
ko < ks(ks —1). Ker pa je ko = (72 + 37+ 1)(v?> + 2y — 1) in k5 = a + 1, to pomeni

(P 4+37+ 1) +2y-1) < (a+1)a < (¥ +2y—1)(v* + 2y — 2).

Od tod sledi v < —3, kar pa je seveda protislovje. Izrek je tako dokazan. [ |

Sedaj pa lahko dokazemo izrek 4.2.1.

Dokaz izreka 4.2.1. Ker so razdaljno-regularni grafi s stopnjo k& = 2 natanko cikli,
lahko predpostavimo k > 3. Ce je premer d = 2, potem je I' dvodelen krepko-
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regularen graf, torej poln dvodelen graf. Poln dvodelen graf ima tri lastne vrednosti:
+k z veckratnostjo 1 in 0 z veCkratnostjo 2(k — 1). Lastna vrednost 0 ima torej
veckratnost k£ natanko takrat, ko je kK = 2. V tem primeru pa je I' 4-cikel oziroma
2-kocka. Zato predpostavimo Se d > 3.

Naj ima I' lastno vrednost z veckratnostjo k. Po lemi 4.2.5 je ¢y > 2, parameter
Y2 pa obstaja in je enak

(k- 07) (262 — B) + B0 — 1)
"= 2k — 1)

Po izreku 4.2.8 je zato graf I' bodisi dvodelen in 2-homogen bodisi je y9 = 1, cg = 2
inc; =3. Ce je I' dvodelen in 2-homogen, potem je po izreku 4.1.1 graf I' eden od
grafov (ii)-(v) izreka 4.2.1. Ce pajey2 = 1, c; = 2 in ¢3 = 3, potem najprej iz zgornje
formule za 79 dobimo, da je 0 € {k — 2,2 — k}. Po izreku 4.2.7 je zato graf I" bodisi
k-kocka bodisi je k liho stevilo vecje ali enako 7 in je I' antipodni kvocient k-kocke.

Privzemimo sedaj, da je graf I eden od grafov (i)-(vi) izreka 4.2.1 in pokazimo,
da ima T' v tem primeru lastno vrednost z veckratnostjo k. Ce je T' eden od grafov
(ii)-(v) izreka 4.2.1, potem je I' dvodelen, ter ima lastno vrednost z veCkratnostjo
k, glej izrek 4.1.2. Dalje, n-cikel ima lastno vrednost 2 cos (27 /n) z veckratnostjo 2,
glej Biggs [2, stran 17]. In konéno, antipodni kvocient k-kocke, kjer je k liho $tevilo,
k > 7, ima lastno vrednost 2 — k z veCkratnostjo k. Izrek je tako dokazan. [ |

4.2.3 Skoraj 2-homogeni dvodelni razdaljno-regularni grafi

Dvodelen razdaljno-regularen graf I' premera d > 3 je skoraj 2-homogen, ¢e za I' ob-
staja parameter vy; za vsak i € {1,...,d—2}. Skoraj 2-homogene dvodelne razdaljno-
regularne grafe je v [12] vpeljal in $tudiral Curtin. Ker za vsak razdaljno-regularen
graf parameter y; = 1 obstaja, je vsak dvodelen razdaljno-regularen graf premera 3
tudi skoraj 2-homogen. Skoraj 2-homogena lastnost dvodelnih razdaljno-regularnih
grafov nam torej da dodatne kombinatori¢ne lastnosti Sele v primeru, ko je premer
grafa veéji ali enak 4. Zato bomo v tem podrazdelku privzeli, da je premer d > 4.
Izrek 4.2.8 nam omogoca podati klasifikacijo skoraj 2-homogenih razdaljno-regularnih
grafov premera d > 4. Dokazimo naslednji izrek.

Izrek 4.2.9 Dwodelen razdaljno-regularen graf s premerom d > 4 in stopnjo k je
skoraj 2-homogen natanko takrat, ko je izomorfen enemu od naslednjih grafov:

(1) cikel dolzine 2d,

(ii) d-kocka,

(iii) Hadamardov graf s preseéno tabelo {4vy,4vy —1,2v,1;1,2y,4y — 1,4y}, vy € N,
)

(iv) razdaljno-regularen graf s preseéno tabelo {k,k—1,k—c,c,1;1,¢c,k—c,k—1,k},
k=v(y+3yv+1), c=v(y+1), y €N,
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(v) antipodni kvocient 2d-kocke,

(vi) posploseni 8-cikel reda (1,k — 1), to je razdaljno-regularen s preseéno tabelo
(kk—1,k—1,k—1;1,1,1,k},

(vii) posploseni 12-cikel reda (1,k — 1), to je razdaljno-regularen s preseéno tabelo
(kk—1,k—1k—1k—1k—11,1,1,1,1,k}.

Doxkaz. Ker so razdaljno-regularni grafi s £ = 2 natanko cikli, lahko brez skode
za splosnost privzamemo k > 3. Naj bo I' skoraj 2-homogen dvodelen razdaljno-
regularen graf premera d > 4. Parameter v, torej obstaja, zato je po izreku 4.2.8 T
bodisi 2-homogen bodisi je 7o = 1. Ce je T' 2-homogen, potem je, po izreku 4.1.1,
dokaz koncan.

Ce je 72 = 1 in ¢; = 1, potem je po Curtinovem izreku [12, Theorem 4.4]
I’ izomorfen posplosenemu 2d-kotniku reda (1,k — 1). Ker pa je d > 4, po Feit-
Higmanovem izreku [16] (glej tudi Brouwer, Cohen in Neumaier [4, Theorem 6.5.1])
dobimo d € {4,6}. V tem primeru je graf I" torej posploseni 8-cikel ali posploseni
12-cikel.

Ce pa je v =1 in ¢ > 2, po Curtinovem izreku [12, Theorem 4.7] dobimo, da je
I" bodisi d-kocka ali antipodni kvocient 2d-kocke.

Pokazimo sedaj Se, da so grafi (i)-(vii) iz izreka 4.2.9 res skoraj 2-homogeni. Grafi
(1)-(iv) so 2-homogeni (glej razdelek 4.1), torej so tudi skoraj 2-homogeni. Antipodni
kvocient 2d-kocke in posplosen 2d-cikel reda (1,k — 1) pa sta skoraj 2-homogena po
Curtin [12, Theorem 4.4, Theorem 4.7]. Izrek je tako dokazan. [ |

4.3 Grafi brez trikotnikov

Ker smo razdaljno-regularne grafe brez trikotnikov in petkotnikov, ki imajo lastno
vrednost enako stopnji grafa, klasificirali Zze v razdelku 4.2, se bomo v tem razdelku
posvetili razdaljno-regularnim grafom, ki so brez trikotnikov, vendar pa imajo petkot-
nike in lastno vrednost z veckratnostjo enako stopnji grafa. Klasifikacija teh grafov
je zaenkrat Se pretezak problem, vendar pa lahko pokazemo, da imajo tudi ti grafi
dodatne kombinatori¢ne lastnosti. V nekaterih primerih lahko celo pokazemo, da so
1-homogeni. Pravzaprav so vsi znani primeri takih grafov 1-homogeni.

V nadaljevanju bomo najprej dokazali, da tudi v tem primeru lastna vrednost z
veCkratnostjo enako stopnji grafa ne more biti enaka 0. Nato bomo pokazali, katere
dodatne kombinatori¢ne lastnosti imajo taki grafi. Povedali bomo, v katerih primerih
lahko iz teh dodatnih kombinatori¢nih lastnosti sklepamo na 1-homogenost grafa.
Potem se bomo posvetili neskon¢ni druzini dopustnih presecnih tabel antipodnih
razdaljno-regularnih grafov premera 5 (glej Brouwer, Cohen in Neumaier [4, stran
417]). Pokazali bomo, da drugi in éetrti predstavnik te druzine ne obstajata. Da ne
obstaja drugi predstavnik te druzine je sicer ze bilo dokazano (glej Brouwer, Cohen
in Neumaier [4, Proposition 11.4.5]), vendar je bila v dokazu bistveno uporabljena
struktura pripadajoCega antipodnega kvocienta tega grafa, to je Gewirtzovega grafa.
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4.3.1 O lastni vrednosti

Naj bo I' razdaljno-regularen graf stopnje k, premera d > 2 ter s prese¢nima §teviloma
a1 = 0 in a2 # 0. Privzemimo, da ima graf I lastno vrednost 6 z veckratnostjo k.
V tem podrazdelku bomo pokazali, da mora biti 8§ # 0. Oglejmo si najprej primera
k=2ind=2. Ce je graf I" cikel, potem mora biti zaradi as # 0 izomorfen petciklu.
Vendar pa stevilo 0 ni lastna vrednosti petcikla. Ce pa je d = 2, potem je I' krepko-
regularen graf. Ce je # = 0, potem je T izomorfen polnemu vetdelnemu grafu (glej
naprimer Brouwer, Cohen in Neumaier [4, Theorem 1.3.1(v)]). Torej ima I' bodisi
a1 # 0 bodisi ag = 0. V nadaljevanju tega podrazdelka zato privzemimo, da je d > 3
in k > 3.

Lema 4.3.1 Naj bo I razdaljno-regularen graf stopnje k > 3, premera d > 3 ter s pre-
seénima Steviloma a1 = 0 in ag # 0. Privzemimo, da ima graf I lastno vrednost @ = 0
z veckratnostjo k. Naj bo E pripadajoci glavni idempotent in 63,07, ..., 0} pripadajoce
zaporedje dualnih lastnih vrednosti. Izberimo si z € VI iny € Ti(z) (2 < i < d).

Potem je
Ey = Ai( Z Ez) + B,’( Z Ez) + 6} Ex,
z€l(z)NT;(y) z€l(z)NT4+1(y)
kjer je
4B
T *
ter . .
0i+1 B 91'—1

Bi: (1Si§d—1) mn BdZO.

1-—63
DoxkAz. Pokazimo najprej, da so imenovalci v zgornjih ena¢bah za A; in B; nenicelni.
Ker je 6 = 0, iz leme 2.3.5(ii) dobimo 6] = 0 in 65 = 1/(1 — k). Torej je 1 — 65 # 0.
Naj bo z; sosed vozliséa z, za katerega velja d(z1,y) =i — 1. Ker je veckratnost
lastne vrednosti § = 0 enaka k, so po lemi 4.2.4(iii) vektorji Fz in {Ez | z € I'(z) \
{z1}} baza lastnega podprostora lastne vrednosti . Torej obstajajo taka realna
stevila a, (z € I'(z) \ {#1}) in 4, tako da je

By= Y  o,Ez+0Eax (4.7)
2€0(z)\{z1}

Ce zgornjo enatbo skalarno pomnozimo z (|[VT'|/k)Ez in uporabimo lemo 2.3.5(i),
dobimo VT VT

|k—|(Ey,E$) =0; = 5%<E$,EIB) =0,
saj je 81 = 0. Ce pa enacbo (4.7) skalarno pomnozimo z (|VT|/k)Ev (v € T'(z)\ {z1})

in uporabimo lemo 2.3.5(i), dobimo
1 e vel(z)NTi_i(y),
w0503+ > abi=4 0 e vel(z)Nliy), (4.8)
zeT (z)\{z1} 07, ce vel(z)NTii(y).
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Torej obstajajo taka realna §tevila C;, A; in B;, da je
e o, =Cizav el (z) NI 1(y),
e a,=A;zav el(x)NTi(y),
e o, =Bjzav el (z)NTi11(y).
Ker pa je graf I' razdaljno-regularen, je
P(z) NTica(y)| = ¢, |T(2) NTi(y)| = ai, [T(z) N Tiga(y)] = bi.

Enacbe (4.8) nam zato dajo naslednji sistem treh enacb za tri neznanke Cj;, A; in B;:

Ci(0y — 63) + 05((c; — 1)C; + a;A; + b;B;) = 07 4,
AZ(QS — 9;) + 0;((01 — l)CZ + aiAZ- + szz) = 9:,
B;i(0y — 05) + 65((ci — 1)Ci + a;Ai + b;B;) = 67,.

Ce enatbo (4.7) skalarno pomnozimo $e z Ez;, pa dobimo
05((ci —1)Ci + a;iAi +b;B;) = 0;_,. (4.9)

Sedaj pa se ni tezko prepricati, da je C; = 0, A; = (67 —67_,)/(1 —03) in B; =
(051 — 07 1)/(1 —65). u

Lema 4.3.2 Naj bo ' razdaljno-reqularen graf stopnje k > 3, premera d > 3 ter s
preseénima Steviloma a1 = 0 in ags # 0. Privzemimo, da ima graf T' lastno vrednost
0 = 0 z veckratnostjo k. Naj bo x € VT in naj bosta y1,ys € T'a(x) sosednji vozligéi.
Potem je

b2k (k — 2)
(k—1)(k— )2’

‘P(:II) N Pg(yl) n Fz(y2)| =k —2by — 2¢c9 +

DokAz. Naj bo 8} = S} (x,y1,y2) = T'(z) NTi(y1) NTj(y2) (1 <4, 7
a =|S53|. Potem je S] = 83 = Sk =0, |S?| = |S3| = ¢z, |52] = |S5
|S3| = by — az + c2 + . Po lemi 4.3.1 je

Ey1:A2< D Ez)+B2( 3 Ez)+9;Ew

z€S52US2US2 2€S53US3

< 3). Oznagimo
—a9 — ¢y —«ain

in
Eyy = A2< 3 Ez) + Bz( D Ez) + 03Eq,
z€S53USZUSS z€52US3

kjer sta As in By konstanti podani v lemi 4.3.1. Torej je

_ VT

="

(By1, Bys) = (63)° + UG5 +V,
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kjer je
V= ozA% +2(ag —ca — a)AsBay + (ba —ag + ca + oz)B%
U +V = (a2ds + by Bs)”.
Ker pa je po (4.9) agAs +byBy = 0, je U = —V. Enacba 0 = (63)? + V(1 — 63) je
torej linearna enacba za «, iz nje pa dobimo Zeljeno vrednost za a. [ |

Lema 4.3.3 Naj bo I' razdaljno-regularen graf stopnje k > 3, premera d > 3 ter s
presecénima Steviloma a1 = 0 in as # 0. Privzemimo, da graf ima T lastno vrednost
0 = 0 z veckratnostjo k. Naj bo x € VT in naj bosta y1 € T'a(z) ter yo € T's(x)
sosednji vozliséi. Potem je

bik(k — 2) + bo(ca(k — 1) — 2k% + 3k)
(k —1)(k — c9)? (k—1)(k — co)

Dokaz. Naj bo S; = S;(x,yl,yg) =T(z)NTi(y1) N Fj(yz) (1<i<3), (2<j<4).
Oznatimo B8 = |S%|. Potem je Sy = Si = 52 = 0, |S3| = ¢, |S3] = a2 — B,
|S3] = c3 —ca — B, |S3| = a3 — az + B in S§ = b3. Podobno kot v dokazu leme 4.3.2
dobimo enacbo

IT(z) NTa(y1) NTa(y2)| =k —c2 +

0=60505+U65+V,
kjer je
V = (a2 — B)A243 + (a3 — az + B) B2 A3 + b3 B2 B3
U+V = (agAs + by Bs)(asAs + b3 Bs).
Ker je po (4.9) agAs +byBy = 0, je U = —V. Enacba 0 = 0505 + V(1 — 63) pa je
linearna enatba za [, iz katere dobimo Zeljeno vrednost za 3. [ |

Izrek 4.3.4 Naj bo I' razdaljno-reqularen graf stopnje k > 3, premera d > 3 ter s
preseénima Steviloma a1 = 0 in ag # 0. Privzemimo, da ima graf T' lastno vrednost 0
z veckratnostjo k. Potem je 6 # 0.

DoxkAz. Recimo, da je § = 0. Iz leme 4.3.2 in leme 4.3.3 dobimo, da morata biti
Stevili
b2k(k —2)

=k —2by — 2
o 2 62+(k:—1)(k—(32)2

in
bgk(k —2) bo(ca(k — 1) — 2k? + 3k)
(k= 1)(k — c2)? (k = 1)(k — c2)
celi stevili. Toraj mora biti tudi bo(co(k — 1) — 2k? +3k)/((k — 1)(k — c2)) celo &tevilo.
Seveda pa mora biti v tem primeru celo Stevilo tudi §tevilo
bo(ca(k — 1) — 2k + 3k) 2k — 3k by
51 —bQCQ—bgﬁ—bQCQ—bg(Zk—l)—l-k_l.
Ker je by <k —1, je torej ali by =0 ali pa by =k — 1. Cejebgzﬂ, potem je d = 2,
kar pa po predpostavkah izreka ne gre. Ce pa je bo = k — 1, potem je as = 0, kar je
spet v protislovju s predpostavkami izreka. Lastna vrednost 0 je torej razlicna od 0.

B=k—co+
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4.3.2 1-homogena lastnost

V tem podrazdelku bomo dokazali, da imajo razdaljno-regularni grafiz a; = 0, as # 0
in z lastno vrednostjo z veCkratnostjo enako stopnji grafa, nekatere dodatne kombina-
tori¢ne lastnosti. Za nekatere bomo celo uspeli pokazati, da so 1-homogeni. Dokazimo
najprej lemo, ki bo osnova nasega nadaljnega raziskovanja v tem razdelku.

Lema 4.3.5 Naj bo I' razdaljno-regularen graf stopnje k, premera d > 2 ter s pre-
seénima Steviloma a1 = 0 in ag £ 0. Naj bo 8 lastna vrednost grafa T' z veckratnostjo
k, E pripadajoci glavni idempotent, 07,07,...,05 pa pripadajoce zaporedje dualnih
lastnih vrednosti. Naj bo z € VI' iny € T';(z) (1 <1i < d). Potem je

Ey:C'i( D Ez)+Ai< 3 Ez)+BZ~( D Ez)

z€l(z)NTi—1(y) z€l(z)NT;(y) z€l(z)NTi4+1(y)
kjer je
0707 _, — 0507
C.: i—1 2V1 4.10
SO (10
A = 016; — 050; (4.11)

07(65 — 05)
0767, , — 0507
B = 4L 23 1 <i<d—1) in By=0. 4.12

Imenowvalci v enacébah (4.10)—(4.12) so nenicelni.

DoOKAZ. Pokazimo najprej, da so imenovalci v enatbah (4.10)—(4.12) nenicelni. Ker
je a1 = 0, je po lemi 2.3.5(ii) 65 = (02 — k)/(k(k — 1)). Ker je veckratnost my lastne
vrednosti 6 enaka k, je 6 # *k. Zato je 05 # 05 = 1. Ker pa je po izreku 4.3.4 lastna,
vrednost 6 # 0, je tudi 0] = 0/k # 0. Imenovalci v enac¢bah (4.10)—(4.12) so torej
nenicelni.

Ker je my = k in ker je po izreku 4.3.4 6 # 0, so po lemi 4.2.4(ii) vektorji
Ez (z € T'(z)) baza lastnega podprostora lastne vrednosti §. Ker pa je Ey lastni
vektor za 6, obstajajo realna Stevila a, (z € I'(x)), tako da je

By= > a.Fz (4.13)
2€l(x)

Ce zgornjo enatbo skalarno pomnozimo z (|VT|/k)Ev (v € T'(x)) in uporabimo lemo
2.3.5(i), dobimo

0 , ¢te vel(z)NTi1(y),
ay (05 — 65) + Z a0; =< 07 e vel(z)NTi(y), (4.14)
2€T(x) 07, ¢ce vel(x)NTi(y).

Torej obstajajo taka realna §tevila C;, A; in B;, da je
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e o, =Cizavel(z)NTi1(y),
o a, =A;zav el (z) NTy(y),
e a, =Bjzavel(z)NTit(y).
Ker pa je graf I' razdaljno-regularen, je
(@) NTioi@)| = 6, [T@) NTay)| = @iy [T(2) NTass (9)] = b

Enac¢be (4.14) nam zato dajo naslednji sistem treh enatb za tri neznanke Cj;, A; in
B;:

*

Ci (05 — 03) + 05(c;C; + a; A; + b; B;

i—1
Ai (08 - 0;) + 0; (Czcz + aiAi + biBZ' = 0;(
BZ'(H’Ok — 9;) + 9§(c,~C,~ + a;A; +b;B;) = ;k+1-

)
)
)
)

Pomnozimo sedaj enacbo (4.13) skalarno $e z (|VT'|/k)Ez. Dobimo

Vr

%(Ey, Ex) = 9: = QT(CZOZ + a;A; + b;B;).
Od tod ter iz enacb (4.15), (4.15) in (4.15) pa dobimo ravno iskane vrednosti za Cj,
A; in B;. [ ]

Oglejmo si sedaj najprej primer, ko ima graf I' premer d = 2. Naj bo torej T’
povezan krepko regularen graf stopnje k, brez trikotnikov in z lastno vrednostjo, ki
ima veCkratnost enako k. Z p oznacimo Stevilo skupnih sosedov dveh vozlis¢, ki sta na
razdalji 2. Naj bosta 6; in 0 od k razli¢ni lastni vrednosti grafa I' z veckratnostima
m1 in mo, 61 > 02. Ker je I' brez trikotnikov, je

k=—(614+02+0162), p=—(01+6),

my = k(k — 62)(02 + 1)/ (u(62 — 61)), m2 =k(k —01)(61+ 1)/(1(61 — 62)),

glej naprimer Brouwer, Cohen in Neumaier [4, Theorem 1.3.1(iii)]. Ce 6; in 65 nista
celi Stevili, je I' konferencni krepko regularen graf. Toda za konferen¢ni krepko regu-
laren graf velja k = 2y in A = 4 — 1. Ker pa je I' brez trikotnikov, je A = 0, oziroma
p=1in k = 2. Torej je I izomorfen petciklu. Ce pa I' ni konferenéni graf, potem je
0<6, €Zin -2 > 0y € Z (glej Brouwer, Cohen in Neumaier [4, Theorem 1.3.1(ii)
n (iv)]). Ce je m; = k, dobimo (k — 65)(02 + 1) = u(f2 — 61) in od tod 6; = —1 ali
0, = —92(2 + 92). Ker je 61 > 0, odpade moznost 1 = —1. Iz 0 < 6y = —02(2 + 92)
pa dobimo 0 = —2 ter 1 = 0. Torej k = u = 2, graf I pa je v tem primeru §tiricikel.

Poglejmo si sedaj moznost me = k, torej (k — 61)(61 + 1) = pu(61 — 62). Dobimo
2 = —1 (kar ne gre), ali f; = —0,(2+6;). Ce je 8; = 0, je tudi ; = 0, kar ni mozno.
Zato oznac¢imo t = #; € N. Dobimo enoparametriéno druzino krepko regularnih
grafov s parametri:

kE=tt>+3t+1), p=t(t+1).

51



52

GRAFI BREZ TRIKOTNIKOV

Za t = 1 dobimo antipodni kvocient 5-kocke, za ¢ = 2 pa Higman-Simsov graf (glej
Brouwer, Cohen in Neumaier [4, Section 13.1]). Za t > 2 je obstoj teh grafov zaenkrat
Se odprt problem. V nadaljevanju razdelka bomo privzeli d > 3.

Naj bosta x in y sosednji vozlisci razdaljno-regularnega grafa I' stopnje k£ in pre-
mera d > 3. Spomnimo se (izrek 3.2.5), da so pri particiji vozlis¢ grafa T' glede
na razdaljo od x in y nekateri parametri particije lahko odvisni od izbire para x,y.
Naslednji izrek nam pove, da v primeru, ko ima graf I" lastno vrednost z veckratnostjo
k, nekateri od teh parametrov niso odvisni od izbire para z,y.

Izrek 4.3.6 Naj bo I' razdaljno-regularen graf stopnje k, premera d > 3 ter s prese-
énima Steviloma a1 = 0 in as # 0. Naj bo 0 lastna vrednost grafa I z vecékratnostjo
k in naj bo 05,07, ...,0; pripadajoce zaporedje dualnih lastnih vrednosti, za katerega
velja, da 07 & {0;_1,0;,,}, cejed >4 ina; # 0 (2 <i < d—2). Naj bosta x in
y sosednji vozliséi grafa T in oznacimo DZJ = Dg(x,y) (0 <i,j <d). Naj bosta £,
in ly taki naravni Stevili, da velja ay, # 0, ap, # 0 in ap, 1 = ag,+1 = 0. Izberimo
st vozliséa z € D€117 w € D%, u € Dfi_l U D§§—1 (2 < 23 < d) in v primeru, ko je
aqg # 0, $e t € D4. Potem so stevila |T(z) N Dfll\, |T(w) N Df§|, IT'(u) N Df:j\ in v

primeru, ko je ag # 0, tudi |T'(t) N Dg:ﬂ, neodvisna od izbire vozlis¢ x,y, z,w, u,t.

DoxkaAz. Naj bo E glavni idempotent, ki pripada lastni vrednosti §. Pokazimo
najprej, da je stevilo [I'(z) N Dﬁll| neodvisno od izbire vozlis¢ z,y,z. Oznacimo
SZJ = Sf(:v,y,z) = T(z) N DZ? (0 < 4,5 < d). Ker je Dﬁi:% = 0, je Sflljll =0
in [S5'_,| = [S{'7"| = ¢;,. Oznacimo m = |S;!|. Potem je |S§11f1| = |Sp .l =
ag, —m — ¢y, in |Sfllj_'11| = by, + ¢4, — ag, + m. Vse ostale mnozice S7 so prazne (glej
tudi izrek 3.2.5). Po lemi 4.3.5 imamo

Bz =Cpu( Y Bo)+44( D Bo)+By( Y Bw),

£1—1 £ £ £ 1+1 ol +1

vES,! vES, T US, US, 1 vES, TS,
Ey:Cgl( 3 Ev)+Ag1( 3 Ev)+Bgl( 3 E'u),

01 -1, ol of1+1 £ £1+1

vES, 4 vES, T US, US| vES, 11 USy 11

kjer so Cy,,Ag, in By, konstante definirane v lemi 4.3.5. Ker sta z in y sosednji

ko7
Ez,Ey) = —L.

Po drugi strani pa, spet s pomocjo leme 2.3.5(i), iz zgornjih formul za Ez in Ey
dobimo
k(U0 + VO5)

Ez, Ey) =
(Ez, BEy) VT ,
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kjer je
V =2¢4,Cp, Ag, + TTLA%1 + 2(ag, —m —cq,)Ag, Bo, + (k — 2ay, + m)Bl?p (4.15)

U+V = (c,Cp, + ap, Ap, + bnggl)Q. (4.16)
Enacba U635 4+ VO; = 0] je zato linearna enacba za m, s koeficientom pri m enakim
(Ag, — By,)?(1 — 63), kar pa je po (4.11) in (4.12) enako (0, — 0} ,,)*/(1 —63). Po
predpostavkah izreka je 65 # 1 in 07 # 67 ,,. Torej lahko m izrac¢unamo iz enacbe

U065 + V85 = 07 in je zato neodvisen od izbire vozlis¢ z,y, z. Prvi del izreka je tako
dokazan.

Dokazi drugega, tretjega in Cetrtega dela izreka so zelo podobni dokazu prvega
dela. DokaZimo najprej drugi del. Oznacimo SJ = S]( z,y,w) = D(w) N DZJ (0 <
i,j < d). Ker je D2t} =0, je S2H =0 in |sf;+1| = |82,,] = bg,. Oznagimo

= |S?|. Potem je |Sg2_,| = [Sp> | = ag, —m — by, in |S2" || = g, + by, — ag, +m.

Vse ostale mnozice S? so prazne. Po lemi 4.3.5 imamo

Bo=Co( Y Bv)+44( Z Ev) +By( Y Bv),

ves 2 USR] veS2_ US2US 2, ves2 !
Ey:ng( D Ev)+Ag2( 3 )—I—Bgz( Z Ev)
veS;?_,US,2 ves;2tus 2us,2 ! vesy?

kjer so Cy,, Ay, in By, konstante definirane v lemi 4.3.5. Ker sta z in y sosednji vozlisci
in 6 lastna vrednost z veckratnostjo k, mora biti po lemi 2.3.5(i) (Ez, Ey) = k07 /|VT|.
Po drugi strani pa, spet s pomoéjo leme 2.3.5(i), iz zgornjih formul za Ex in Ey

dobimo
k(U605 +VO5)

Ezx, Ey) =
(Ez, By) VT
kjer je

V =2(ag, —m — by,)Cp, Ay, + ’I?’LA%2 + 2by, Ag, By, + (k — 2a4, + m)ng, (4.17)

U+V = (c,Cp, + ag, A, + b52332)2. (4.18)
Enacba U063 + V6, = 0] je zato linearna enacba za m, s koeficientom pri m enakim
(Ag,—Cy,)?(1—63), kar pa je po (4.11) enako (07, —92‘2_1)2/(1—05). Po predpostavkah
izreka je 05 # 1 in 6y, # 6;, . Torej lahko m izratunamo iz enacbe UG5 + Vo5 = 0]
in je zato neodvisen od izbire vozlis¢ x,y,w. Drugi del izreka je tako dokazan.
Dokazimo sedaj tretji del izreka. Brez §kode za splosnost lahko privzamemo u €
ng 1> 8aj v primeru u € Df’ ! dokaz poteka povsem analogno. Oznafimo SJ =
S (z,y,u) = T'(u )ﬂD] (0 < 4,5 < d) ter pg, = \Sﬁ; 1| Potem je |S£3_2| Cts—1,
‘Sﬁ§+1‘ - b 35 |S£§ 1| - Ces pﬁg Cﬁg 1 |Sg3 1| - a@g 1— Pﬁs lIl |Sg ‘ - a’ﬁg a’ﬁg 1+P£3
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Vse ostale mnozice Sg so prazne. Ce je ag,_1 = 0, potem je pp, = |T'(u) N ng:ﬂ =0,
zato lahko privzamemo ay,—1 # 0. Po predpostavkah izreka je zato 6;, ; # 0;,. Po
lemi 4.3.5 dobimo

Bz = Gy ( 3 Bv) + Ay Z Ev)+ By ( Y Bv),

£3—1 £3—1 £3—1 £ £3+1
VES,S U8, 3T US,S "6543 1US,3 veES,?
By=Cer( Y Bo)+4ga( > Eo)+Bua( Y Bv),
ves3 T, ves 31 U832 ves; 3 tus3us, st

kjer so Cyy—1, Ags—1,Bry—1,Crs, Ay, in By, konstante definirane v lemi 4.3.5. S po-
mocjo leme 2.3.5(i) zopet izra¢unamo skalarni produkt vektorjev Ex in Ey. Dobimo
(Exz,Ey) = k(UG5 +V6;)/|VT|, kjer je
V = C£3CZ371053 + p@gAﬁstCE:; + (cﬁs — Cy3—1 — 923)312371023
+(a€3 — Qg3—1 + p@g)Bfg—lAE:g + (aég—l - p@g)Aés—lAfg + b€3B€3—lB£35
U+Vv = (CESCES + G’ZSAKS + bESst)(CZ:g*lC@sfl + a’ﬁsflAﬁgfl + blgleﬁgfl)-

Enacba U6; + V5 = 07 je zopet linearna enacba za py,, koeficient pri py, pa je enak
(Agy—1 — By—1)(Cry — Ag,)(1 — 63). 1z (4.11) in (4.12) dobimo

Coy — Ay = Agy_1 — By = (05, 1 — 07,)/ (05 — 05),

zato je (Ag—1 — Bry—1)(Cey — Agy) (1 —05) = (07, — 02‘3)2/(03 —63). To stevilo pa je
po predpostavkah izreka razlicno od 0. Stevilo pes zato lahko izreCunamo iz enacbe
U6s+ VO = 07, kar pa tudi pomeni, da ni odvisno od izbire vozli§¢ z,y, u. Tretji del
izreka je tako dokazan.

Za dokaz cetrtega dela izreka privzemimo ag # 0. Oznacimo Sg = Slj (z,y,t) =
INGER DZJ (0 <4,5 <d) ter o4 = |Sj:11 . Potem je |S4 || = |S§71\ = ¢4 — 04 in
|S4| = agq — ¢4 + 04. Vse ostale mnozice Szj SO prazne.

Po lemi 4.3.5 dobimo

E:z::Cd( 3 Ev)+Ad( D EU),

vesstuss! vesd  usd
Ey = Cd( Z E’U) + Ad( Z Ev),
vesSd_ uSsTy vesi~tusd

kjer sta Cy in A4 konstanti definirani v lemi 4.3.5. Zopet izratunamo skalarni produkt
vektorjev Ex in Fy. Z uporabo leme 2.3.5(i) dobimo (Ez, Fy) = (k/|VT|)(U6; +
V65), kjer je

V =2(cg — 04)AgCq + 04C3 + (ag — cq + 0q) A%,

U4V =(cgCq+ adAd)2.
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Enacba U@; + VO; = 0] je linearna enacba za o4 s koeficientom pri o4 enakim
(Ca—Ag)*(1—63). Iz (4.11) dobimo (Cyq — Ag)?(1 — 05) = (65_, — 03)%/(65 — 63). Po
predpostavkah izreka je 65 # 1. Ali je lahko 6 , = 637 Po lemi 2.3.5(ii) je potem
ca®;+ aq8; = 60}, oziroma, (k—0)0} = 0. Ker je mg = k, je k—0 # 0. Torej je 0 | =
6% = 0. Po lemi 2.3.5(ii) pa lahko sedaj z rekurzijo dobimo 0 =6%_, =--- =67 = 0.
Toda 07 = 0/k # 0, protislovje. Stevilo 05_, — 07 je torej razlicno od ni¢ in zato lahko
04 izracunamo iz enacbe U605+ V05 = 07. To pa pomeni, da je o4 neodvisen od izbire
vozli§¢ z,y,t. Izrek je s tem dokazan. [ |

Pokazimo sedaj dve posledici izreka 4.3.6.

Posledica 4.3.7 Naj bo ' razdaljno-regularen graf stopnje k, premera 3 in s pre-
secénim Stevilom a1 = 0. Ce I' ima lastno vrednost 0 z veckratnostjo k, potem je
1-homogen.

DoxkAZ. Ce je ag = 0, potem je I' 1-homogen po lemi 3.3.1. Ce pa je as # 0, je graf
I 1-homogen po izreku 4.3.6 in izreku 3.2.5. |

Znan je samo en graf z ao # 0, ki zado§¢a predpostavkam posledice 4.3.7. To
je enoli¢no doloéen graf s presetno tabelo {21,20, 16;1,2,12} (coset graph of doubly
truncated binary Golay code, glej Brouwer, Cohen in Neumaier [4, section 11.3.G]).
Enoli¢nost tega grafa sta prva dokazala Ivanov in Shpectorov v [20]. Particija vozlis¢
tega grafa glede na razdaljo od para sosednjih vozlis¢ x in ¥y je predstavljena na sliki
4.1.

Slika 4.1: Razdaljna particija vozli§¢ grafa s presecno tabelo {21,20,16;1,2,12} glede na
razdaljo od para sosednjih vozlis¢ z in y.

Posledica 4.3.8 Naj bo I' antipoden razdaljno-regularen graf premera d € {3,4,5},
s stopnjo k in s presecnim Stevilom a1 = 0. Predpostavimo, da T' ima lastno vrednost
0 z veckratnostjo k. V primeru, ko je d = 5, naj bo pripadajoce zaporedje dualnih
lastnih vrednosti tako, da je 05 # 03. Potem je I' 1-homogen.
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DokAz. Ker je graf T' antipoden, je ag = 0. Ce je d = 3, je I’ 1-homogen po lemi
3.3.1. Naj bo sedaj d = 4. Ker je a; = 0, je zaradi antipodnosti tudi ag = 0. Graf I'
je zopet 1-homogen po lemi 3.3.1. Vzemimo sedaj, da je d = 5. Ker je a; = 0, je tudi
as = 0. Ce je vsaj Se eno od §tevil ay in a3 enako 0, potem je I' 1-homogen po lemi
3.3.1, zato predpostavimo as # 0 in a3 # 0. V tem primeru pa je I' 1-homogen po
izreku 4.3.6 in izreku 3.2.5 (v izreku 4.3.6 vzamemo ¢ =2, lp =3 in 43 € {2,3}). I

4.3.3 Neskonéna druzina razdaljno-regularenih grafov premera 5

V Brouwer, Cohen in Neumaier [4, stran 417] je podana neskonéna druzina dopustnih
presecnih tebel, ki ustrezajo antipodnim razdaljno-regularnim grafom indeksa 2 in
premera 5:

20® + 207 + = L, o, L L, 20" + p— 1,20 + i} (weN).  (419)

Za p = 1 dobimo dodekaeder, graf s presetno tabelo (4.19) za u = 2 pa ne obstaja
(glej Brouwer, Cohen in Neumaier [4, Proposition 11.4.5]). V tem podrazdelku bomo
pokazali, da je vsak razdaljno-regularen graf s presetno tabelo (4.19) 1-homogen.
Izracunali bomo tudi parametre ustrezne particije. Na koncu pa bomo pokazali, da
razdaljno-regularna grafa s presetno tabelo (4.19) za 4 = 2 in g = 4 ne obstajata.
Za razliko od dokaza Brouwer, Cohen in Neumaier [4, Proposition 11.4.5] pri dokazu
neobstoja razdaljno-regularnega grafa s preseéno tabelo (4.19) za 4 = 2 ne bomo
uporabili strukture njegovega antipodnega kvocienta, to je Gewirtzovega grafa.

Naj bo T razdaljno-regularen graf s prese¢no tabelo (4.19). Potem ima 4u2(2u +
3) vozlis¢, njegov antipodni kvocient pa je krepko regularen graf s parametri n' =
20?2 +3), k' = 2u2 +pu, N =0in p' = p. Ker za T velja a; = a4 = 0 in
as = a3 = p? # 0, graf T ni Q-polinomski - glej posledico 5.1.9. Graf I' ima lastni
vrednosti +0, kjer je 0 = p\/2uu + 3, z veckratnostjo k = 2u? + pu. Zaporedje dualnih
lastnih vrednosti, ki pripada lastni vrednosti 6, je podano z

o 1 0*_«f2u+3 . 1 1 9*__«/2u+3 gt — 1
’ 2u+17 27 2u+1’ 2u+1" T 217 P

*
1= 3 = 4

Po posledici 4.3.8, je graf s preseéno tabelo (4.19) 1-homogen. Izracunajmo
parametre razdaljne particije glede na par sosednjih vozlis¢ grafa I', kot je nakazano
v izreku 4.3.6. Za poljubna vozlis¢a z,y,z grafa T', kjer je d(z,y) = 1, oznacimo
S;- = S;'-(:c,y,z) =T(z)N D;(m,y)

Naj bo z € D3(z,y) in naj bodo z1,. .., 29,2, sosedi vozliiéa z. Oznatimo m = |S3|.
Potem imamo
‘S%("I"ayazﬂ = ‘521('7"’?/’2)' =C2 = M,

|S§($,y,2)‘ = |S§($,y,2)‘ =az —C2 _m:,u2 —p—m,

‘Sg(xayazﬂ =by — |Sg($’ya Z)| =m+ u,
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Vse ostale mnozice S;- so prazne. Brez Skode za sploSnost lahko privzamemo

S%(ﬂv,y,z) ={z1,...,2u}, Sgl(zv,y,z) = {Zut1,--->22u}s

S%(xaya Z) = {ZQIH-l’ .. az2u+m}a Sg(waya Z) = {Z2u+m—|—la .. azu2—|—u}a

Sf’?(wa Y, Z) = {Zuz—f—u—l—la .. 7z2,u2—m}a Sg’(.l',y, Z) = {z2p2—m+1a s az2u2+u}'

Naj bo E glavni idempotent grafa I', ki pripada lastni vrednosti 6. Za poljubno
vozliSée v € VI naj bo v = Ev. Potem imamo po lemi 4.3.5

G = Co(@+ - +7) + A G+ -+ By + B (G + o + T

T = Cy(zZgra+-+73)
+ Ay (i + 2+ Zpr o+ B + B T+ 2 om)
+ By (Zopgmi1 -+ 220 2 1 o+ 222 00),
kjer je
p+1 342 —\2u+3 3+2u++2pu+3
o=t 4= , By=-— :
w2+ 3 2u(2u + 3) 2p(2p + 3)

Skalarni produkt (Z,7) smo izracunali ze v (4.15) in (4.16). Iz enacbe (Z,7) =
(k/|VT|)07 pa naposled dobimo m = p(pu —1)/2.

Naj bo sedaj w € D3. Ker je I' antipoden graf indeksa 2, je |['(w) N D3| =
IT(2) N D2| = p(p — 1)/2, kjer je z € D2. Ker vemo, da je graf I' 1-homogen, lahko
sedaj vse ostale parametre particije vozlis¢ grafa I' glede na razdaljo od para sosednjih
vozli§¢ z,y izraCunamo s preprostim argumentom dvojnega Stetja. Parametre te
particije lahko vidimo na sliki 4.2

Dokazimo sedaj Se en potreben pogoj, ki ga morajo izpolnjevati razdaljno-regu-
larni grafi s preseéno tabelo (4.19) za p > 1. Ta pogoj nam bo v veliko pomo¢
pri dokazovanju izreka 4.3.10, v katerem bomo dokazali, da razdaljno-regularen graf
s presecno tabelo (4.19) ne more obstajati, e je u enak 2 ali 4. Naj bo torej I’
razdaljno-regularen graf s prese¢no tabelo (4.19) za u > 1. Naj bo x vozlisce grafa T’

in z € Ty(x). Vozlisée z ima v T'y(x) e az = p? sosedov. Oznaéimo jih z 21, 29, - - . , 24, -
Izberimo si vy, v € {21,- .-, 24, }, V1 # V2. Za naravna Stevila £y, £o, 3 (1 < £, 09,43 <
3) naj bo

S(El,ég,ﬁg) = I‘(a:) n F[l (Z) n Pg2 (Ul) n Pg3 (Ug).
Oznatimo
Vi = |S(21ja 1)'1 a; = |S(2,ja 2)'1 Bj = |S(2a.7,3)| (1 <j< 3)

in

w=15(3,2,2)|.
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Slika 4.2: Razdaljna particija vozlis¢ grafa s presec¢no tabelo (4.19) glede na razdaljo od para
sosednjih vozlis¢ z, y.

Ker je T' 1-homogen, dobimo se |S(1,2,2)| =y, |5(3,2,3)| = m—w, |5(3,3,2)| = m—w
in |5(3,3,3)| = p+w. Vse ostale mnozice S(¢1, £2,£3) so prazne. Ker je I' 1-homogen,
pa velja tudi

Y1+ v 4+ = \Sl(z v9,Z)| = a1+a2—|—a3:|S§(z,v2,x)|:m,
B+ Ba + B3 = |S3(2,v2,7)| = a1+ B +m = |57 (z,01,2)| = p,
az + P2 + 72 = |53 (2,01,7)| = m, as+ B3 + 73 = |S3(2,01,2)| =m

Naj bo i € {1,2}. Po lemi 4.3.5 je

Evi:CQ< D Ev>+A2( D Ev)+Bg( Ev).

vel ()N (v;) vel(z)NT'2 (v;) vel(z)NT'3(v;)
Seveda je

T(z)NT(w) = |J S,1,6), T@)nTw)= | S0,21),
£17£36{17273} 217£36{172;3}

T(z)NTs(v) = |J St,3,8), T@)NTw)= |J S,t,1),
£17£3E{172;3} 515826{132)3}

T(z) NTa(v2) = |J  S(,£,2), T@)NTsw)= ) S, 6,3).
l1,62€{1,2,3} l1,02€{1,2,3}

Torej je (97, 73) = (k/|V)(U85 + V65), Kier je

V=A5(n+ar+w)+ B5(Bs + p+w) + Civi
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+A2B2(2m — 2w + B2 + a3) + BaCo(B1 +73) + A2Ca (72 + 1),
U+V = (a2A2 + b2B2 + CQC2)2 = ((2m + M)(AQ + B2) + ,U:CQ)Z.
Po drugi strani pa mora biti (v7,v3) = (k/|VT|)05. Tako dobimo

(13— n)(vV2u+3+1) = —p® + mp+ 71 + 202 + 2w + pu. (4.20)

Opomba. Enacba (4.20) nam da v primeru, ko je /24 + 3 iracionalno §tevilo, dva
pogoja, namret v3 = aq in —p? 4+ yipu + v + 209 + 2w + g = 0. 'V primeru, ko pa
je v2p + 3 celo stevilo, pa je pogoj en sam. To je tudi razlog, zakaj znamo (kot
bomo videli v nadaljevanju) dokazati neobstoj razdaljno-regularnega grafa s preseéno
tabelo (4.19) za p = 2 in p = 4, medtem ko neobstoja razdaljno-regularnega grafa s
presecno tabelo (4.19) za p = 3 (vsaj zaenkrat) ne znamo dokazati.

Pokazimo sedaj naslednjo lemo.
Lema 4.3.9 Naj bo T' razdaljno-regularen graf s preseéno tabelo (4.19). Izberimo

six € VI in z € T'y(x). Potem obstajajo paroma razlicna vozliséa {vi,...,v,} C
To(z) NT(2), ki imajo skupnega soseda v T'(x).

DoxkAZ. Ker je [['(z)NTs(z)| = az = p? # 0, si lahko izberemo w € T'(x)NT(2). Ker
je 0(w, z) = 2, imata w in z natanko u skupnih sosedov. Toda ker I nima trikotnikov,
so ti skupni sosedi vsi v T'y(x). |

Izrek 4.3.10 Razdaljno-regularen graf s presecno tabelo
{10,9,4,2,1;1,2,4,9,10} ali {36,35,16,4,1;1,4,16,35,36}
ne obstaja.

DokAz. Naj bo T' razdaljno-regularen graf s presecéno tabelo (4.19) za u = 2, torej
razdaljno-regularen graf s prese¢no tabelo {10,9,4,2,1;1,2,4,9,10}. Naj boz € VT
in z € Ty(x). Ker je /7 iracionalno stevilo, dobimo iz enacbe (4.20) dva pogoja:
Y3 =1 in
2=371+2(2 +w).

Torej mora biti y; = 0 za vsak par razliénih vozlisé iz I'y(z) NT'(2). To pa seveda po
lemi 4.3.9 ni mogoce.

Vzemimo sedaj, da ima I' prese¢no tabelo (4.19) za u = 4, torej {36, 35, 16,4, 1;
1,4,16, 35,36}. Zopet si izberimo x € VT in z € T'y(z). Ker je /11 iracionalno
Stevilo, dobimo iz enatbe 4.20 zopet 2 pogoja: y3 = a3 in

12 = 5y1 + 2(ag + w).
Torej mora biti y; sodo §tevilo. Po lemi 4.3.9 obstajajo paroma razli¢na vozli§ca

v1,V2,V3,04 € ]-—‘2(‘7:) N P(Z),
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ki imajo skupnega soseda w € I'(z) NT'y(z). Torej je y1 > 1 za vsak par razliénih
vozlis¢ iz {v1,v2,vs3,v4}. Ker je 1 sodo Stevilo, to pomeni w € {0,1} za vsak par
razliénih vozlis¢ iz {v1,ve,vs,v4}. Naj bo P =T'(z) NT3(z) in P, = PN y(v;) (1 <
i < 4). Nise tezko prepricati, daje |P| =16 in |P;| =6 (1 <i < 4). Ker jew € {0,1},
je |[ENPj <1(1<i<j<4). Toda to ni mogoce, saj je 4 x 6 — (;) =18 > 16.
Izrek je tako dokazan.

Razdelek zaklju¢imo z dvema domnevama.
Domneva 4.3.11 Naj bo I' razdaljno-regularen graf stopnje k, premera d > 3 in s

preseénim Stevilom a1 = 0. Naj bo 0 lastna vrednost grafa I' z veckratnostjo k. Potem
je ' 1-homogen, in v primeru ko T' ni dvodelen, je 6 € {01,60,4}.

Domneva 4.3.12 Razdaljno-regularen graf s preseéno tabelo (4.19) obstaja natanko
takrat, ko je u = 1.



Poglavje 5

Ekvitabilne particije in
(Q-polinomski razdaljno-regularni
grafi

V tem poglavju bodo predmet naSega raziskovanja @-polinomski razdaljno-regularni
grafi. Ukvarjali se bomo predvsem z iskanjem ekvitabilnih particij le-teh. Videli
bomo, da v nekaterih primerih lahko pokazemo, da so @-polinomski razdaljno-regu-
larni grafi 1-homogeni. V nekaterih drugih primerih pa spet lahko pokazemo, da ti
grafi premorejo kaksno drugo ekvitabilno particijo. Kot smo videli v razdelku 2.4, je
raziskovanje )-polinomskih razdaljno-regularnih grafov pomembno v luéi klasifikacije
le-teh, torej v luci problema, ki ga je predlagal Bannai.

Zakaj pa je iskanje ekvitabilnih particij grafov sploh pomembno? Recimo, da je
Ci,..., C, ekvitabilna particija vozlis¢ grafa I'. Ker ima vsako vozli§ce iz mnozice C;
v mnozici C; natanko c;; sosedov, vsako vozlisce iz C; pa v mnoZici C; natanko cj;
sosedov, mora veljati

|Cileij = |Cjleji (1< 1,5 <r).

Ker pa je podgraf grafa ', ki ga inducira mnozica C; (1 < ¢ < r) regularen, mora,
seveda biti §tevilo |Cj|c;; sodo. V mnogih primerih nam gornje enacbe predstavljajo
potrebne pogoje, katerim morajo zadoSCati presetna Stevila razdaljno-regularnega
grafa. 7 njihovo pomoéjo lahko upamo na klasifikacijo nekaterih druzin razdaljno-
regularnih grafov, v nekaterih primerih pa z njimi lahko dokazemo neobstoj poten-
cialnih razdaljno-regularnih grafov.

Se en razlog, zakaj so ekvitabilne particije pomembne, pa je seveda konstruk-
cija kvocientnih grafov. Kot smo opisali ze v poglavju 3 (glej razdelek 3.1), lahko
s pomocjo ekvitabilne particije vozlis¢ grafa konstruiramo kvocientni graf. Seveda
pa ima kvocientni graf mnogo lastnosti enakih kot originalen graf (naprimer lastne
vrednosti ter lastne vektorje). Do teh lastnosti pa pridemo dosti lazje s §tudiranjem
kvocientnega, grafa, kot pa originalnega.

OpiSimo na kratko rezultate tega poglavja. Naj bo I' razdaljno-regularen graf.
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V primeru, ko je presec¢no §tevilo a; grafa I' razlicno od 0, nam izreka 3.3.3 in 3.3.4
ponujata izjemno mo¢ni orodji za ugotavljanje 1-homogenosti grafa I'. Ko pa je
a1 = 0, nam zgoraj omenjena izreka ne pomagata vec. V prvem razdelku se bomo
zato posvetili Q-polinomskim razdaljno-regularnim grafom brez trikotnikov, torej Q-
polinomskim razdaljno-regularnim grafom s prese¢nim Stevilom a; = 0. Za te grafe
bomo pokazali, da so 1-homogeni, rezultati pa so povzeti po ¢lanku [35].

Izkaze se, da je pogoj a1 = 0 v prvem razdelku tega poglavja potreben. Kot
bomo videli, obstajajo Q-polinomski razdaljno-regularni grafi, ki imajo a; # 0 in
niso 1-homogeni. Vendar pa v nekem smislu rezultate prvega razdelka lahko pos-
plosimo na nekatere razdaljno-regularne grafe z a; # 0. V drugem razdelku bomo
tako obravnavali @-polinomske razdaljno-regularne grafe, ki sicer lahko imajo trikot-
nike, nimajo pa dolo¢enih struktur, ki jih bomo poimenovali zmaji. Glavni rezultat
drugega razdelka je, da je Q-polinomski razdaljno-regularen graf brez zmajev bodisi
1-homogen, bodisi je zelo “blizu” 1-homogenemu grafu. Premore namre¢ tako par-
ticijo vozlisc, ki je le nekoliko finejSa od razdaljne particije glede na par sosednjih
vozlis¢ grafa. Drugi razdelek je povzet po &lanku [36].

Poglavje bomo zakljuéili z raziskovanjem dvodelnih @-polinomskih razdaljno-
regularnih grafov s presetnim §tevilom co = 1. Kot je pokazala H. Lewis [30, Corol-
lary 30], ima najkrajsi cikel v @-polinomskem razdaljno-regularnem grafu dolzino
kvetjemu 6. Glede na to je torej naravno vpraSanje klasifikacije @Q-polinomskih
razdaljno-regularnih grafov, v katerih imajo najkrajsi cikli dolzino 6. Imenujmo
razdaljno-regularen graf I' premera d skoraj dvodelen, Ce njegova presena Stevila
zadostajo pogoju a; = 0 (0 < i < d—1) in ag # 0. Kot se izkaze, je vsak
Q@-polinomski graf v katerem je dolZina najkrajSega cikla enaka 6, bodisi dvodelen
bodisi skoraj dvodelen. Ker so po lemi 3.3.1 dvodelni in skoraj dvodelni razdaljno-
regularni grafi tudi 1-homogeni, se bomo v tem primeru vprasali, ali so mogoce ti grafi
tudi 2-homogeni. V primeru dvodelnih @-polinomskih razdaljno regularnih grafov
s preseCnim §tevilom co = 1 bomo videli, da je odgovor na to vpraSanje negativen.
Dokazali pa bomo, da so ti grafi zelo “blizu” 2-homogenim grafom. Premorejo namrec
ekvitabilno particijo vozlis¢, ki je le nekoliko finejsa od particije glede na razdaljo od
para dveh vozlis¢ z,y, ki sta na razdalji 2. Ta razdelek je povzet po ¢lanku [37]. Pri
nastajanju ¢lankov [35], [36] in [37] mi je bil z nasveti v veliko pomo¢ P. Terwilliger.

5.1 (@-polinomski razdaljno-regularni grafi brez
trikotnikov

Kot smo ze napovedali, bomo v tem razdelku pokazali, da so vsi Q-polinomski
razdaljno-regularni grafi brez trikotnikov (oziroma s presetnim S§tevilom a; = 0)
1-homogeni. Rezultat bomo dokazali s pomocjo Terwilligerjeve karakterizacije Q-
polinomskih razdaljno-regularnih grafov, glej izrek 2.4.2. Ker so razdaljno-regularni
grafi s stopnjo k = 2 natanko cikli (ki so o€itno 1-homegeni), bomo privzeli k£ > 3.
Razdaljno-regularni grafi premera 2 ter s prese¢nim $tevilom a1 = 0 pa so 1-homogeni
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po lemi 3.3.1, zato privzemimo tudi, da je premer d > 3. Naj bo I torej )-polinomski
razdaljno-regularen graf premera d > 3, stopnje £ > 3 in s presetnim Stevilom
a1 = 0. Naj bosta z,y € VI sosednji vozliséi grafa I'. Z D;- 0znatimo mnozico
D;(w, y) (1 <1,j < d). Particijo vozlis¢ grafa I" glede na razdaljo od vozlisé z,y € VI
grafiéno prikazemo na sliki 5.1

<@

0)—0)

Slika 5.1: Razdaljna particija vozlis¢ grafa T’ glede na par sosednjih vozlis¢ z,y.

Po izreku 3.2.5 je I' 1-homogen, &e za 21 € Di™', 20 € D}_; in 23 € Di (2 < i < d)
stevila |T'(z1) N D} 1|, |T'(22) N D{_1, |T(23) N D{_1] in [T'(23) N D}f]| niso odvisna od
izbire vozlis¢ z,y, 21, 22 in z3. Prav to bomo pokazali v naslednjih treh lemah.

Lema 5.1.1 Naj bo ' razdaljno regularen graf s premerom d > 3, stopnjo k > 3 in
presecnim Stevilom ay = 0. Naj bo E glavni idempotent grafa I' in naj bo 63,67, ...,07
pripadajoée zaporedje dualnih lastnih vrednosti. Ce je T' Q-polinomski glede na E,
potem za vsak i (2 <4 < d) in za vsak z € D" U D}_, wvelja

(07 — 0;)(67 1 — 67) + (05 — 07)(65 — 67 1)
(93 o 9;‘—1)(95—1 - 9:)

IT(z) N Dj~{| = @iy

DoxkAz. Da je imenovalec zgornje formule neni¢elen, nam zagotavlja lema 2.4.1. Za
i = 2 trditev ocitno drzi, saj vozlisée z € DI U D? nima nobenega soseda v mnozici
D} = 0. Zato privzemimo, da je 3 < i < d. Brez §kode za splosnost lahko privzamemo
tudi z € Df_l, saj v primeru z € Df_l dokaz poteka povsem analogno. Oznatimo
p=|T(z)ND:{|inT = |T(2) N D:™!|. Ker je I';_1 () disjunktna unija mnozic D},
D!} in D!~ in ker je T(2) NTy_y(z) C DX 'UD! "] je p+7 = aj—1. KerjeT
Q-polinomski, po izreku 2.4.2 dobimo

* _ 0*

i—1 1

weVvT weVT 0 i—1
Iz, w)=i—1 I(z,w)=1
9(z,w)=1 (z,w)=i—1

Ker je DI = 0, je {w € VT | 8(z,w) = 1, 8(z,w) = i — 1} C DJ. Torej so
vsa vozliS¢a te mnozice na razdalji 2 od vozlis¢a y. Pomnozimo sedaj enacbo (5.1)

63




64

Q—POLINOMSKI RAZDALJNO-REGULARNI GRAFI BREZ TRIKOTNIKOV

skalarno z (|[VT|/m)Ey, kjer je m vetkratnost lastne vrednosti prirejene glavnemu
idempotentu F, ter uporabimo lemo 2.3.5(i). Dobimo

i1 — 01

i,

p0;_1 + 7107 —a;—105 = a;—1

Ce pa upostevamo Se 7 = a;_1 — p, dobimo

(67 — 07)(0;_1 — 67) + (65 — 6;)(65 — 6;_1)
(05 — 6;_1)(0;_, — 67)

p= |F(Z) N Di:ﬂ =a;—1

Lema je tako dokazana. [ |

Lema 5.1.2 Naj bo I' razdaljno regularen graf s premerom d > 3, stopnjo k > 3 in
presecnim stevilom a; = 0. Naj bo E glavni idempotent grafa I' in naj bo 63,07, .., 0
pripadajoée zaporedje dualnih lastnih vrednosti. Ce je I' Q-polinomski glede na F,
potem za vsak i (2 <4 < d) in za vsak z € D! velja

(61 — 67)(0;_, — 07) + (65 — 07)(65 — 67)
(65 — 6;7) (67—, — 07)

IT(2) N Di_{| = ¢

DoKkAzZ. Zopet nam lema 2.4.1 zagotavlja, da je imenovalec zgornje formule nenicelen.
Tudi v tem primeru lema velja za i = 2, saj je Di = (). Zato privzemimo 3 < i < d.
Zopet oznagimo p = |T'(2) N D} 1| in 7 = |['(z) N D¢ |. Podobno kot pri prejsnji lemi
premislimo, da je p + 7 = ¢;. Ker je I' @-polinomski, po izreku 2.4.2 dobimo

0r , — 07
weVT weVT 0 i
(z,w)=1—1 d(z,w)=1
(z,w)=1 I(z,w)=i—1

Ker je DI = 0, je tudi tokrat {w € VT | 8(z,w) = 1, 8(z,w) =i — 1} C DJ.
Ce enatbo (5.2) skalarno pomnozimo z (|VIT'|/m)Ey, kjer je m veckratnost lastne
vrednosti prirejene glavnemu idempotentu F, in uporabimo lemo 2.3.5(i), dobimo

0i1 — 01

707 + pb;_, — ciby = Ciw

(67 — 67)-

Ker pa je 7 = ¢; — p, dobimo

— (01 —07) (07—, — 67) + (65 — 67)(65 — 67)
p=1T(z ND" L =¢ * — - }
TN Dol = CRBIC
Lema je tako dokazana. [ |

Lema 5.1.3 Naj bo I' razdaljno regularen graf s premerom d > 3, stopnjo k > 3 in
presecnim stevilom a1 = 0. Naj bo E glavni idempotent grafa I' in naj bo 63,07, ...,0;
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pripadajoce zaporedje dualnih lastnih vrednosti. Ce je T Q-polinomski glede na E,
potem za vsak i (2 <i<d—1) in za vsak z € D} velja
(9* 0;7) (07,1 — 67) + (05 — 67)(65 — 67)

(05 — 07) (07, — 67)

IT(z) N Difi| =

DoxkAz. Tudi v tem primeru nam lema 2.4.1 zagotavlja, da je imenovalec v zgornji
formuli neni¢elen. Naj bo p = [['\(z) N Dif{| in 7 = |[T(z) N D], Spet se ni tezko
prepricati, da velja p + 7 = b;. Po izreku 2.4.2 tokrat dobimo

0;, — 0
E Ew — E Ew =1 o —0r L(Ez — E2). (5.3)
weVT weV?T
d(z,w)=i+1 (z,w)=1
a(z,w)=1 9(z,w)=i+1

Spet opazimo, da je {w € VT | d(z,w) = 1, d(z,w) = i +1} C Di. Ce
torej enacbo (5.3) skalarno pomnozimo z (|[VI'|/m)Ey, kjer je m veckratnost lastne
vrednosti prirejene glavnemu idempotentu E, in upostevamo lemo 2.3.5(i), dobimo

0r ., — 07
705 + pbi 1 — bifs = bi—— - (0F — 07).
Ker pa je 7 = b; — p, dobimo Se
(07 — 607)(65,, — 67) + (63 — 67)(65 — 67)
(65 — 67) (671 — 67)

p=T(2) N Difi| =b;

Lema je tako dokazana. [ |

Izkaze se, da lahko formule podane z lemama 5.1.2 in 5.1.3 Se nekoliko poenos-
tavimo. Caughman je namre¢ dokazal naslednjo lemo.

Lema 5.1.4 (Caughman [8, Lemma 8.2]) Naj bo T" razdaljno regularen graf s pre-
merom d > 3 in stopnjo k > 3. Naj bo E glavni idempotent grafa T' in naj bo
05,07, ...,0; pripadajoce zaporedje dualnih lastnih vrednosti. Ce je T' Q-polinomski
glede na E, potem za vsak i (1 <1 <d—1) velja

(63 — 6:)(6p — 67) = (01 — 071) (61 — 6;1)-

S pomocjo te leme pa hitro dobimo naslednji rezultat.

Lema 5.1.5 Naj bo I' razdaljno regularen graf s premerom d > 3, stopnjo k > 3 in
presecnim Stevilom a; = 0. Naj bo E glavni idempotent grafa T' in naj bo 03,67, ...,0;
pripadajoée zaporedje dualnih lastnih vrednosti. Ce je T Q-polinomski glede na E,
potem za vsak i (2 <i < d—1) in za vsak z € D} velja:

000 05
T'(z)ND' {|=c¢ ! ust S
HE D= =g, — )
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(61 — 6741) (07, — 67)

C(z) N DL =b, i
IP(z) = e e )

1+1

DoxkAz. Formule podane z lemama 5.1.2 in 5.1.3 poenostavimo s pomocjo leme 5.1.4.

Sedaj pa nam ne bo tezko dokazati glavnega izreka tega razdelka.

Izrek 5.1.6 Naj bo I' razdaljno-regularen graf premera d > 3, stopnje k > 3 in s
preseénim Stevilom a1 = 0. Ce je I' Q-polinomski, potem je 1-homogen.

DoxAz. Neposredno iz leme 5.1.1, leme 5.1.2, leme 5.1.3 in leme 3.2.5. [ |

Naj pripomnimo, da obrat izreka 5.1.6 ne drzi: e je graf [' 1-homogen graf s
presecnim §tevilom a; = 0, potem ni nujno tudi @-polinomski. Tako so naprimer
Coxeterjev graf premera 4 (glej Brouwer, Cohen in Neumaier [4, Section 12.3]), do-
dekaeder premera 5 in Biggs-Smithov graf premera 7 (glej Brouwer, Cohen in Neu-
maier [4, Section 13.4]) 1-homogeni grafi s preseénim Stevilom a; = 0, ki pa niso
Q@-polinomski, glej Brouwer, Cohen in Neumaier [4, Section 6.10]. Po drugi strani pa
je predpostavka a; = 0 potrebna. Grafi Hermitskih form (glej Brouwer, Cohen in
Neumaier [4, Section 9.5.C] so @-polinomski razdaljno-regularni grafi z a; # 0, ki pa
niso 1-homogeni (glej podrazdelek 5.1.2).

Pokazimo sedaj nekaj zanimivih posledic leme 5.1.5.
Posledica 5.1.7 Naj bo I' Q-polinomski razdaljno-regularen graf premera d
2

stopnje k > 3 in s preseénim Stevilom a; = 0. Privzemimo, da obstaja tak i (
d—1), da je a; # 0. Potem velja:

> 3,
<i<

(i) za vsak z € D! je |T'(z) N Dfiﬂ #0,
(i) DIl #0,
(iii) @i+ # 0.

DokAz. (i) Naj bo I' Q-polinomski glede na glavni idempotent E, 65,67,...,0; pa
naj bo pripadajoce zaporedje dualnih lastnih vrednosti. Ce je |T'(z) N Dfiﬂ = 0,
potem je po lemi 5.1.5 bodisi 67 = 67, bodisi 87 ; = 6;. V obeh primerih je to v
protislovju z lemo 2.4.1, ki pravi, da morajo biti dualne lastne vrednosti 63, 67, ..., 0
paroma razli¢ne.

Tocka (ii) posledice sedaj takoj sledi iz tocke (i), tocka (iii) pa iz tocke (ii), saj je

|D:ﬁ| = ajt+1ki+1/k po Brouwer, Cohen in Neumaier [4, stran 134]. |

Posledica 5.1.8 Naj bo I' Q-polinomski razdaljno-regularen graf premera d
stopnje k > 3 in s preseénim Stevilom a; = 0. Privzemimo, da obstaja tak i (3
d—1), da je a; # 0. Potem velja:

> 3,
<i<

(i) za vsak z € D¢ je |T(z) N DIZ{| #0,
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(i) DIt £,
(i) ai_1 #0.

DoxAz. (i) Naj bo I' Q-polinomski glede na glavni idempotent E, 65,67,...,60; pa
naj bo pripadajote zaporedje dualnih lastnih vrednosti. Ce je |T['(2) N DI°{| = 0,
potem je po lemi 5.1.5 bodisi 67 = 67 ; bodisi §; = 67, ;. V obeh primerih je to v
protislovju z lemo 2.4.1, ki pravi, da morajo biti dualne lastne vrednosti 63, 67, ..., 0}
paroma, razli¢ne.

Totka (ii) posledice sedaj sledi iz tocke (i), tocka (iii) pa iz tocke (ii), ker je |Di"{| =
a;—1ki—1/k po Brouwer, Cohen in Neumaier [4, stran 134].

Kot smo omenili Ze v uvodu tega poglavja, bomo razdaljno-regularen graf I" pre-
mera, d imenovali skoraj dvodelen, Ce za njegova presecna §tevila velja, da je a; = 0 za
1<i<d—11inaq # 0. Dokazimo sedaj naslednjo posledico, ki bo odigrala pomem-
bno vlogo pri raziskovanju @Q-polinomskih razdaljno-regularnih grafov z dolzino na-
jkrajSega cikla enako 6 (glej razdelek 5.3).

Posledica 5.1.9 Naj bo ' Q-polinomski razdaljno-reqularen graf premera d > 3,
stopnje k > 3 in s presecnim Stevilom a1 = 0. Potem drzi natanko ena od naslednjih
trditev:

(i) T je dvodelen,
(ii) T je skoraj dvodelen,
(iii) a; #0 za i € {2,...,d}.
DokAz. Ce I ni dvodelen ali skoraj dvodelen, potem obstaja tak indeks i € {2,...,
d — 1}, da je a; # 0. Rezultat sedaj sledi iz posledice 5.1.7 in posledice 5.1.8. [ |

Oglejmo si sedaj nekaj primerov @Q-polinomskih razdaljno-regularnih grafov z
a1 = 0. Predstavili bomo klasi¢ne razdaljno-regularne grafe s to lastnostjo, grafe
Hermitskih form in Wittov graf Mos.

5.1.1 Razdaljno-regularni grafi s klasiénimi parametri

V nekaterih primerih se presec¢na Stevila razdaljno-regularnega grafa dajo opisati samo
s premerom in Se tremi drugimi parametri. Takim grafom pravimo razdaljno-regularni
grafi s klasi¢nimi parametri. Podajmo natancnej$o definicijo. Za razdaljno-regularen
graf I’ premera d pravimo, da ima klasiéne parametre (d,b,«, ), kadar presecna
Stevila grafa I" zadoScajo

cz-:m(Ha[iIl]) (1<i<d), (5.4)

b:(m—m)(ﬁ—am) 0<i<d—1), (5.5)
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kjer je

m = 14b+b2 4 b (5.6)

Kot nam pove Brouwer, Cohen in Neumaier [4, Proposition 6.2.1], je §tevilo b celo

Stevilo in b ¢ {0, —1}. Naslednja lema nam opise nekaj lastnosti razdaljno-regularnih
grafov s klasi¢nimi parametri.

Lema 5.1.10 (Brouwer, Cohen in Neumaier [4, Corollary 8.4.2]) Naj bo T razdaljno-
reqularen graf s klasiénimi parametri (d,b,a, ), d > 3. Potem veljajo naslednje
trditve.

(i) Stevilo § = [dfl] (B — a) — 1 je lastna vrednost grafa T.

(ii) GrafT je Q-polinomski glede na glavni idempotent, ki pripada lastni vrednosti 6.

(iii) Naj bo 65,67, ...,0; zaporedje dualnih lastnih vrednosti, ki pripada lastni vred-
nosti 6. Potem obstajata taki realni stevili v in 6, da velja

. d—1
0; :’Y[

1 ]-I—d za vsak 1€ {0,...,d}.

Naj bo T' razdaljno-regularen graf s klasi¢nimi parametri in z,y € VI sosednji
vozliséi. Oznacimo D;- = D;- (z,y) (0 <14,j < d). Ker afina transformacija zaporedja
dualnih lastnih vrednosti ne vpliva na formule podane v lemah 5.1.1, 5.1.2 in 5.1.3,
iz zgornjih komentarjev takoj dobimo naslednjo posledico.

Posledica 5.1.11 Naj bo T' razdaljno-reqularen graf s preseénim Stevilom a1 = 0 in
s klasiénimi parametri (d,b, o, ). Potem veljajo naslednje trditve:

(i) Za vsako naravno stevilo i (2 < i < d) in za vsako vozisée z € D' U D!,
velja .
IC(2) N DiZ{| = 0.
(ii) Za vsako naravno stevilo i (2 < i < d) in za vsako vozlisée z € D} velja
b2 —1
bi—1"

|F(z)ﬂij|=cizi , ceje b=1.

IT(z) N D1 = ¢ ceje b#£1,

(ii) Za vsako naravno $tevilo i (2 < i < d — 1) in za vsako vozlisce z € D} velja

IT(2) N D] = bs.

Za konec razdelka predstavimo §e druzino hermitskih grafov z r = 2 in Wittov graf
Mos. Vsi so razdaljno-regularni grafi s klasi¢nimi parametri in preseénim §tevilom
a1 = 0 ter zato zadoSc¢ajo pogojem izreka 5.1.6.
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5.1.2 Grafi hermitskih preslikav

Naj bo ¢ = 72, kjer je r potenca prastevila, in naj bo F; koncen obseg moci q.
Za poljubno naravno stevilo n oznafimo z Fy vektorski prostor nad obsegom [,
dimenzije n. Vozlisca grafa [' hermitskih preslikav nad vektorskim prostorom Fy so
vse hermitske matrike nad Iy, ki so dimenzije n x n. Dve vozlis¢i sta povezani natanko
takrat, kadar je rang razlike ustreznih matrik enak 1. Grafi hermitskih preslikav so
natancneje predstavljeni v Brouwer, Cohen in Neumaier [4, Section 9.5 C], glej tudi
[34, razdelek 3.5]. Premer d grafa I' je enak n, presetna §tevila pa so podana z
d _ i ri=1(pd _ (_1)J .
b]:qr+§a Cj = (7"+:f )),OSJSd,

glej Brouwer, Cohen in Neumaier [4, Theorem 9.5.7]. Ker je a;+b;4+c; = k (0 < i < d),
dobimo Se

T2z’ _ r2z'71 _ (_T)ifl -1
r+1

Grafi hermitskih preslikav so razdaljno-regularni grafi s klasi¢nimi parametri (d, —r,

—r—1,—(1+(~r)%). Zato so po lemi 5.1.10 Q-polinomski glede na glavni idempotent,

ki pripada lastni vrednosti

0<i<d). (5.7)

a; =

2d—1 1
0 = 41
r+1
Naj bo E glavni idempotent, ki pripada lastni vrednosti 6 in naj bo 6,07,...,0}

pripadajoce zaporedje lastnih vrednosti. Ker je « = b—1, v tem primeru celo natan¢no
poznamo zaporedje dualnih lastnih vrednosti. Po Brouwer, Cohen in Neumaier [4,
Corollary 8.4.2] je namret

2d—i
0r = (=r)* -1
r+1
Kdaj ima graf I presecno §tevilo a; enako 0?7 Po enacbi (5.7) natanko tedaj, ko je
r = 2. Do konca tega podrazdelka torej privzemimo, da je I' graf hermitskih preslikav
z 1 =2. Ker je ap = 3 # 0, za graf T po posledici 5.1.9 velja a; #0 za i € {2,...,d}.
Naj bosta z,y € VI sosednji vozliséi grafa I'. Parametri particije vozlis¢ grafa I’
glede na razdaljo od vozlis¢ = in y so podani z naslednjim izrekom, ki ga dobimo
neposredno iz posledice 5.1.11 in izreka 3.2.5.

za i€{0,...,d}.

Izrek 5.1.12 Naj bo I' graf hermitskih preslikav z r = 2 in premerom d > 3. Naj
bosta x,y € VT sosednji vozliséi grafa T'. Oznacéimo D; = D;(x,y) (0 <i,j <d).
Potem veljata naslednji trditvi.
(i) Vsako vozlisée z € D}_; (oz. Di™) (1 < i < d) nima sosedov v mnoZici D!~}
in ima

(a) natanko 2072(20°1 — (=1)""1)/3  sosedov v Df:; (oziroma Df:f ,

(b) natanko 272271 4+ (=1)""Y)  sosedov v D!~' (oziroma D}_,),

(c) natanko (2%7% — (=2)""2 —1)/3 sosedov v D!_, (oziroma D!™"),

(d) natanko (224 — 2%)/3 sosedov v DT (oziroma Di.,),

(¢) natanko ~ 272(271 — (=1)*"')  sosedov v D!.
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(i) Vsako vozlisée z € D (2 < i < d) nima sosedov v DIt U D, in ima
(a) natanko (—1)"2""1((=2)""2 —1)/3 sosedov v D1,
(b) natanko (224 — 221)/3 sosedov v Dfﬂ,
(c) natanko 2%=3 sosedov v D}_,
(d) natanko 2%1-3 sosedov v D1,

(¢) natanko (2273 — (=2)""' —1)/3  sosedov v D}.

5.1.3 Wittov graf Mo;

Naj bo (X, B) Steinerjev sistem s parametri S(5,8,24). Wittov graf My ima za
vozliéa bloke tega Steinerjevega sistema, dve vozli§éi pa sta sosednji natanko tedaj,
kadar sta ustrezna bloka disjunktna. Wittov graf My, je razdaljno-regularen graf

{30,28,24:1,3,15},

glej Brouwer, Cohen in Neumaier [4, Theorem 11.4.1]. Izberimo si vozliée o € .
Naj bo B’ mnozica tistih blokov iz B, ki ne vsebujejo o. Wittov graf M3 je graf,
ki ga v Wittovem grafu My, inducira B'. Je razdaljno-regularen graf s 506 vozliséi,
premerom 3 in presecno tabelo

{15,14,12;1,1,9}.

Graf Mo ima klasiéne parametre (3,—2,—2,5) in je @ polinomski glede na glavni
idempotent, ki pripada lastni vrednosti —8. Zaporedje dualnih lastnih vrednosti, ki
pripada lastni vrednosti —8, je enako 1, —8/15,7/30, —3/20. Po izreku 5.1.6 je Wittov
graf Mss 1-homogen. Parametre particije vozlis¢ grafa Moz glede na razdaljo od para
sosednjih vozlis¢ dobimo neposredno iz posledice 5.1.11 ter izreka 3.2.5. Grafiéno jih
podamo na sliki 5.2.

14

Slika 5.2: Razdaljna particija vozlis¢ Wittovega grafa Ma3 glede na par sosednjih vozlis¢.
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5.2 Razdaljno-regularni grafi negativnega tipa

Kot smo omenili ze v podrazdelku 5.1.1, ima razdaljno-regularen graf I' klasi¢ne
parametre (d, b, o, 3), ¢e je njegov premer enak d, presetna Stevila pa zadoscajo

¢ = m(Ha[leD (1<i<d),

kjer je

Parametru b razdaljno-regularnega grafa I" s klasi¢nimi parametri (d, b, a, §) prav-
imo tudi baza grafa I". Omenili smo, da je baza b celo §tevilo, ki ni enako —1 ali 0.
Za graf I' pravimo da je negativnega tipa, ¢e je b < —1. V tem razdelku se bomo
ukvarjali z vpraSanjem, kdaj je razdaljno-regularen graf negativnega tipa 1-homogen.
Izkaze se, da rezultate prejSnjega razdelka lahko v nekem smislu posplo§imo na grafe
negativnega tipa. V primeru, ko tak graf ni 1-homogen, bomo namre¢ opisali par-
ticijo njegovih vozlis¢, ki je nekoliko finejSa od razdaljne particije glede na par dveh
sosednjih vozlis¢, ter pokazali, da je ekvitabilna. Ker vemo, da so Q-polinomski
razdaljno-regularni grafi brez trikotnikov 1-homogeni, se bomo v tem poglavju omejili
na tiste razdaljno-regularne grafe negativnega tipa, ki imajo presecno stevilo a1 # 0.
Potrebovali bomo tudi naslednjo lemo.

Lema 5.2.1 Naj bo I' razdaljno-regularen graf s premerom d > 3 in s klasi¢nimi
parametri (d,b, «, ). Potem veljata naslednji trditvi:

(i) Ce je b < —1, potem je a # 0.

(ii) Za vsako naravno Stevilo i (1 <1i < d) je

T — 1
ai—alci:—a(l—l—b—l-cu)[i] |:Z 1 :|

Dokaz. (i) Ce je b < —1 in a = 0, potem iz zgornjih formul za presecna stevila grafa
I dobimo ¢y = 1 + b < 0, protislovje!
(ii) Trditev sledi neposredno iz zgornjih formul za presetna Stevila grafa T |

5.2.1 Zmaji in paralelogrami

Naj bo I' razdaljno-regularen graf premera d > 3. V tem podrazdelku bomo opisali
strukture v grafu ', ki jih bomo poimenovali zmaji in paralelogrami. Navedli bomo
tudi nekaj rezultatov v zvezi z njimi.



RAZDALINO-REGULARNI GRAFI NEGATIVNEGA TIPA

Izberimo naravno §tevilo i (2 < i < d). Zmaj dolzine i (ali i-zmayj) je Getverica
vozlis¢ zyzu grafa I', za katere velja, da so vozli§¢a z,y, z paroma sosednja, vozli§te u
pa je na razdalji i od = ter 1 —1 od y in z. O upravienosti imena “zmaj” za Cetverico
vozlis¢ zyzu se lahko prepric¢amo na sliki 5.3.

Slika 5.3: Zmaj dolzine i.

Za graf I’ pravimo, da je brez zmajev, e ne vsebuje nobenih zmajev. Naslednja
rezultata nam podata povezavo med grafi brez zmajev in grafi negativnega tipa.

Izrek 5.2.2 (Terwilliger [46, Theorem 2.12]) Naj bo I' razdaljno-regularen graf neg-
ativnega tipa. Potem je I' brez zmajev. [ |

Izrek 5.2.3 (Weng [49, Theorem 2.6]) Naj bo T' Q-polinomski razdaljno-regularen
graf premera d > 3 in s presecnim Stevilom a1 # 0. Potem sta ekvivalentni naslednji
trditvi:

(i) Graf T ima klasiéne parametre in je bodisi negativnega tipa bodisi je izomorfen
Hammingovemu grafu ali dualnemu polarnemu grafu.

(ii) Graf T je brez zmajev. [ |
Opomba: za definicijo Hammingovih grafov in dualnih polarnih grafov glej Brouwer,
Cohen in Neumaier [4, Section 9.2 in Section 9.4].

Vpeljimo sedaj §e pojem paralelograma v grafu I'. Naj bo I' razdaljno-regularen
graf premera d > 3 in i (2 < ¢ < d) naravno §tevilo. Paralelogram dolZine i (ali
i-paralelogram) v grafu T' je Cetverica vozlis¢ zyzu grafa T', za katere velja d(z,y) =

0(z,u) =1, 0(z,u) =1 in d(z,2) = 0(y,2) = O(y,u) =1 — 1.

Za graf I' pravimo da je brez paralelogramov, ¢e ne vsebuje nobenih paralelo-
gramov. Naslednji izrek povezuje grafe brez paralelogramov in grafe brez zmajev.

Izrek 5.2.4 Naj bo I' Q-polinomski razdaljno-regularen graf premera d > 3 in s pre-
seénim Stevilom a1 # 0. Potem sta ekvivalentni naslednji trditvi.

(i) Graf T je brez zmagev.

(i1) Graf T je brez paralelogramov.
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u

Slika, 5.4: Paralelogram dolzine 3.

DokAz. (i) — (ii) Po izreku 5.2.3 ima graf I" klasi¢ne parametre (d, b, o, 3). Izberimo
si naravno §tevilo 7 (2 <4 < d) in z,y,u € VT, za katera velja d(z,y) = 1, d(z,u) =i
in d(y,u) =1 — 1. Definirajmo f; = fi(z,y,u) in e; = e;j(z,y,u) z

fi={z|#z € VI, Cetverica zyzu je i-paralelogram }|

in
ei .= |{z|z € VT, Cetverica zyzu je i-zmaj }|.

Po Wengovem rezultatu [50, Lemma 7.3], je
fi ="

Ker je graf I' po predpostavki brez zmajev, je e; = 0. Zato je tudi f; =0 in graf " je
tudi brez paralelogramov.

(i) — (i) (Weng [50, Lemma 6.12]). Recimo, da graf T' vsebuje zmaja dolzine i.
Izmed vseh zmajev izberimo zmaja zyzu, ki ima najmanjSo dolzino j. Ker je zmaj
dolzine 2 tudi paralelogram dolzine 2, je 7 > 3. Naj bo w vozlisce, ki je sosednje
vozli§¢u w in je od vozlis¢a z oddaljeno j — 2. Potem je

a(way) < a(waz) + a(zay) =7-1

in

(w,y) = 0(y,u) — O(w,u) = j — 2.
Torej d(w,y) € {j — 2,5 — 1}. Ce je (y,w) = j — 2, potem je &etverica zyzw zmaj
dolzine j — 1, kar je v protislovju z minimalnostjo stevila j. Ce pa je d(y,w) = j — 1,
potem je Cetverica uwyx paralelogram dolzine j, kar pa je spet protislovje. Lema je
tako dokazana. [ |

Naj bo sedaj I' razdaljno-regularen graf premera d > 3, brez zmajev, s preseénim
Stevilom a; # 0. Naj bosta z in y sosednji vozlisci grafa I'. Oznacimo D;- = D;-(x, Y)
(0 < i,7 < d). Seveda mora biti podgraf grafa T, ki je induciran z vozlis¢i mnozice
D}, poln graf, sicer bi v grafu I' obstajal zmaj dolZine 2. Izberimo si sedaj naravno
stevilo i € {1,...,d} in za vozlisée z € D! definirajmo o(z) = [Ti_1(z) N D}|. Ce je
i = 1, potem je o(z) = 1 za vsako vozlisée z € D}. Ni pa se teiko prepricati, da
je tudi v primeru, ko je i > 2, o(z) € {0,1}. V nasprotnem primeru bi graf I' imel
zmaja dolzine 7. To nam osmisli naslednjo definicijo.
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Definicija 5.2.5 Naj bo I' razdaljno-regularen graf premera d > 3, brez zmajev, s
preseénim Stevilom ay # 0. Izberimo si naravno Stevilo i € {1,...,d} in sosednji
vozliséi x in y grafa T. Za j € {0,1} definirajmo Di(j) = {z € D¥(z,y) | o(2) = j}.

Naslednja preprosta lema je neposredna posledica definicije 5.2.5.

Lema 5.2.6 Naj bo I' razdaljno-regularen graf premera d > 3, brez zmajev, s prese-
énim Stevilom ay # 0. Izberimo si naravno Stevilo i € {1,...,d} in sosednji vozliséi
z in y grafa T'. Potem velja:

(i) Di(1) = Di(z,y), Di(0) =0,

(ii) Di(z,y) je disjunktna unija mnozic Di(1) in DE(0). [ |

Lema 5.2.7 Naj bo T razdaljno-regularen graf premera d > 3, brez zmajev, s prese-
énim Stevilom a1 # 0. Izberimo si naravno Stevilo i € {2,...,d} in sosednji vozliséi
z in y grafa U'. Potem veljata naslednji trditvi:

(i) O(u,z) = 1 za poljubni razlicni vozliséi u,z € Di(z,y),

(ii) d(u,2) =i za vsak u € Di in z € D¥(0).

Doxkaz. (i) Ce vozliséi u in z nista sosednji, potem je etverica zyzu zmaj dolzine 2.
(ii) Po definiciji mnozice D!(0) in zaradi trikotnigke neenakosti je 0(u,z) € {i,i + 1}.
Ce je i = d, potem je otitno d(u,z) =i. Ce pajei < d in je O(u,2z) =i+ 1, potem
je Cetverica uzyz zmaj dolzine 7 + 1, kar je protislovje. Lema je tako dokazana. M

5.2.2 Particija

Naj bo I' @-polinomski razdaljno-regularen graf premera d > 3, brez zmajev, s
presecnim §tevilom a; # 0. Ce graf T' ni negativnega tipa, potem je po izreku 5.2.3
bodisi Hammingov graf bodisi dualni polarni graf. Tako Hammingovi grafi kot dualni
polarni grafi so regularni skoraj 2d-goni (glej Brouwer, Cohen in Neumaier [4, Table
6.6]), zato so po izreku 3.3.2 1-homogeni. V naslednjih dveh podrazdelkih bomo zato
privzeli naslednjo situacijo.

Graf I’ naj bo @-polinomski razdaljno-regularen graf premera d > 3, brez zmajev,
s preseénim §tevilom aq # 0, ki ni skoraj 2d-gon. Po izreku 5.2.3 ima graf I klasi¢ne
parametre (d, b, «, ) z b < —1. Izberimo si sosednji vozliséi z,y € VT in definirajmo
D;- = D;-(a:,y) (0 < 4,5 < d). Mnozice D{(1) in D{(0) (1 < i < d) definirajmo kot v
definiciji 5.2.5. Poskusili bomo dokazati naslednje tri trditve:

(i) Mnozice D', Di_|,Di(1) za 1 < i < d in mnozice Di(0) za 2 < i < d so
neprazne.

(ii) Particija vozlis¢ grafa ' na mnozice fol, D! |, Di1) za 1 <i<din D{0) za
2 < i < d je ekvitabilna.
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(iii) Parametri te particije so neodvisni od izbire vozlis¢ z in y.

Prvi del zgornje tocke (i), namreé¢, da so mnozice fol, D! | za 1 < i < d neprazne,
sledi iz leme 3.2.3(i). Dokazovanje zato za¢nimo z naslednjo lemo.

Lema 5.2.8 Veljajo naslednje trditve:
(i) Med mnozicama D!™" U D:_, in DI1(0) UD:"1(1) (2 < i < d) ni povezav.

(ii) Med mnozicama D(1) in D:ﬂ (0) (1 <i<d—1) ni povezav.

(iii) Med mnozicama Di(1) in D!~1(0) (3 < i < d) ni povezav.

DoxkAz. (i) Ce sta vozliséi v € Di™! (oziroma v € D! ) in w € D"{(0) U Di1(1)
sosednji, potem je Cetverica yrwv (oziroma zywwv) paralelogram dolzine i. To pa je
v protislovju z izrekom 5.2.4.

(ii) Med mnozicama D{(1) in Dfi} (0) (1 <4 < d—1) ni povezav po definiciji mnozice
Di1(0).

(iii) Recimo, da je vozlisée v € DE(1) sosedenje vozliséu w € D:::%(O). Naj bo z
enoliéno doloéeno vozliée iz D1, za katerega velja 0(z,v) = i — 1. Po lemi 5.2.7(ii)
je 0(z,w) = i — 1. Toda sedaj je Cetverica zzwv paralelogram dolzine 7, kar je v
protislovju z izrekom 5.2.4. [ |

Z upostevanjem, da je I';(z) = Di_; UD}(1)UD!(0)UD}, ; inT(y) = Di"UDi(1)U
DE(0) U D! (1 <4 < d) nam sedaj ne bo teizko dokazati naslednje leme.

Lema 5.2.9 Za vsako naravno Stevilo i (2 <1 < d) veljajo naslednje trditve:

(i) Vsako vozisée v € D_; (0z. Di™') nima sosedov v D"1(0) U Di"1(1) in ima

(a) natanko Ci—1 sosedov v DZZ-::% (0z. Df:f ,
(b) natanko Ci — Ci—1 sosedov v D1 (o2 D2—1)7
(¢) natanko a; 1 sosedov v D¢_, (oz. D;_l),
(d) natanko b; sosedov v DI (oz. D),

(e) natanko a; —a;—1 — |T'(v) N Di(1)| sosedov v D%(0).

(i) Vsako vozlisée v € D(0) nima sosedov v ij(l) u Dfﬂ(l) UD: U Df“ in
ima : .
(a) natanko ¢i —|T'(wv)N Dz:%(0)| sosedov v D;_4,
(b) natanko ¢i — |T'(v) N D:_1(0)] sosedov v Dgfl,
(c¢) natanko b; sosedov v D11(0),

v i+1
a; |P(U) ﬂL::%(OH i
1 D(0).
(d) natanko ¢ — |T(v) N DH(1)| sosedov v D}(0)

75
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(iii) Ysako vozlisée v € Di(1) nima sosedov v D1 (0) U Dfi}(O) UD: U Dt in
ima : .
(a) natanko ¢ — |T(v) N D:::%(l)| sosedov v Dj_,
b) natanko ¢ — |[Pw)Nn D1 sosedov v D?_l,
i—1 %
(c) natanko b; sosedov v DT1(1),

A i+1
a; + [T(v) N D;=; (1)]- i
(d) natanko ¢ — [P(v) N DA(D)| sosedov v D?(0). W

Particijo vozlis¢ grafa I' grafiéno predstavimo na sliki 5.5.

Tl

Slika 5.5: Razdaljna particija vozlis¢ grafa T' glede na par sosednjih vozlisé z,y. Krogi v
sredini slike predstavljajo mnozice DZ(0) (2 < i < d) (zgornja vrsta) in mnozice Di(1) (2 < i <
d) (spodnja vrsta). S slike se ni tezko prepricati, da velja I';(z) = Di_ UD}(1)UD:(0)U D%,
in T';(y) = D' U Di(1) U Di0) U DI (1 < i < d).

5.2.3 Ekvitabilnost particije

Ce 7elimo pokazati, da je particija vozlis¢ grafa I' na mnozice Df_l,fol,Df(l) za
1<4¢<din Df(O) za 2 < i < d ekvitabilna, moramo po lemi 5.2.9 pokazati, da stevila
IT(v1) N D{(1)], [T(v2) N DiZ3(0)], |T(w2) N Di(1)], |T(v3) N D=3 (1)] in T(vs) N Dj(1))]
niso odvisna od izbire sosednjih vozlisé z in y ter vozlisc v; € DI'UD! |, ve € DI(0)
in v3 € D¥(1). V naslednjih treh lemah bomo to pokazali.

Lema 5.2.10 Za vsako naravno Stevilo i (2 <1 < d) in za vsako vozlisée v € Df_l U
D} je
IT'(v) N Di(1)] = ax(e; — ci—1)-

DokAz. Brez Skode za splo§nost lahko privzamemo, da je v € fol. Dokaz v
primeru v € Df_l poteka povsem analogno. Vozlisce v je na razdalji ¢ od vsakega
vozliséa v D%, zato poteka od v do D} natanko aicjc;—1---c1 poti dolzine i. Ker
ima v natanko c;_1 sosedov v Df:f, natanko c¢;_1aic;_1¢ci_o---c1 teh poti poteka
skozi mnozico Df:f. Ostalih a1 (¢; — ¢j—1)¢i—1¢i—2 - - - ¢1 poti mora tako potekati skozi
mnozico D!(1). Naj bo w € D(1). Ker obstaja natanko doloéeno vozlisée z € D1,
tako da je d(z,w) =i — 1, obstaja natanko ¢;_1¢;—o - - ¢1 poti dolzine s — 1 med w in
D}. Torej mora v imeti natanko ai(c; — ¢;—1) sosedov v DE(1). |
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Lema 5.2.11 Za vsako naravno stevilo i (2 < i < d) in za vsak v € DI(0) veljata
naslednyi trditvi:

()

1 b2 -1
IT'(v) N D;—;(0)| = Ci i1
(ii)
. bt — pi—2
|T'(v) N D;j(1)| = 016~

DOKAZ. (i) Oznagimo 7 = |T'(v) N D1 (0)| inn = |T(v) N DI, Ker ima vozlisce v v
T;_1(z) natanko c; sosedov in ker je I'(v)NTy_y(z) C D!~ (0)UDI™!, je T+n = ¢;. Ker
je graf I" brez zmajev in ker ni skoraj poligon, ima po izreku 5.2.3 klasi¢ne parametre
(d,b,a, 8), b < —1. Po lemi 5.1.10 je T" @-polinomski glede na glavni idempotent, ki
pripada lastni vrednosti § = [dil] (8 — a) — 1, pripadajoce zaporedje dualnih lastnih
vrednosti pa je enako

d—i
02“27[ 1’]+5 (0<i<d) (5.8)
za neki realni §tevili v, §. Po izreku 2.4.2 zato velja
> Ez- ) PP = gl(Ex—Efu) (5.9)
, Lo — 6 ' '
A(z,z)=i—1 A(z,z)=1
(v,z)=1 A(v,z)=i—1

Opazimo, da je {z € VI|d(z,z) = 1, O(v,2) = i — 1} C D31, zato so vsa vozlisca
iz te mnozice na razdalji 2 od vozliséa y. Ce enactbo (5.9) skalarno pomnozimo
([VT|/m)Ey, kjer je m veckratnost lastne vrednosti #, in uporabimo lemo 2.3.5(i),
dobimo

0i_1 — 01

07 1 +n0; —cif; =c;
TZ*I nZ 1Y2 196_91*

(67 — 67)-

Ce upoStevamo §e 17 = ¢; — 7 nam zgornja enacba da

(67, — 67) (67 — 67) + (65 — 07)(65 — 67)
(65 — 67) (67—, — 67)

T = ¢

Z upostevanjem enacbe (5.8) pa dobimo Se

bi=2 — 1
T=CG—FV——-.

(ii) Po lemi 5.2.7(ii) je vozlis¢e v na razdalji ¢ od vsakega vozlis¢a iz mnozice D1 Zato
je v grafu I natanko aic;c;—1 - - - ¢1 poti dolzme 1 od vozli§¢a v do mnozice Dl Po ze

dokazani tocki (i) te leme natanko alb —Lleiciq -+ ¢y izmed teh poti poteka skozi

b -1

D:~1(0). Ostalih a =2 = bll 2 ¢; -+ ¢1 poti mora potekati skozi Di(1). Naj bo w € Di(1).
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Ker obstaja enoliéno doloéeno vozliste z € D1, za katerega velja 8(z,w) =i — 1, od
vozlis¢a w do mnozice D% poteka natanko ¢;_1c;_2 - - - c; poti dolzine 2 —1. Torej mora
. . [, e e ; i _pt—2 .

imeti vozlis¢e v v mnozici D} (1) natanko a; ci% sosedov. Lema je tako dokazana.

Lema 5.2.12 Za vsako naravno stevilo i (1 < i < d) in za vsak v € D(1) veljata
naslednyi trditvi:

(i) ,
I(v) N D=3 ()] = ci1,

(i)
IC(v) N Di(1)] = (a1 = 1)(ci — ci-1) +ai-1.

Doxaz. (i) Ker je DY = (), trditev o¢itno velja za i = 1, zato privzemimo i > 2. Naj
bo z enoli¢no doloéeno vozlisée v mnozici D}, za katerega velja, da je 8(z,v) =14 — 1.
V grafu I" obstaja med z in v natanko ¢;_1¢;_o---¢1 poti dolzine 4 — 1 in vse te poti
potekajo skozi D!"}(1). Ker je vsak sosed vozliséa v v Di"{(1) povezan z vozlistem
z preko ¢;_o - - - ¢1 poti dolzine ¢ — 2, mora imeti v natanko ¢;_1 sosedov v Df:%(l).

(ii) Ce je i = 1 potem trditev drzi po lemi 5.2.7(i). Predpostavimo sedaj, da je
i > 2. Spet naj bo z enoli¢no doloteno vozlisée v mnozici Di, za katerega velja, da
je 8(z,v) =i — 1. Ce je 2’ e eno vozlisée iz D], potem je (2, v) = i. Zato je med
vozliséem v in mnozico Di natanko (a1 — 1)cici_1---c1 + (aj—1 + -+ +a1)ci_1-+-¢c1
poti dolzine i. Ker ima v natanko c¢;_; sosedov v D!"{(1), je natanko c;_;((a; —
1)¢i—1---c1+ (aj—2+---+a1)ci—2 - - - c1) teh poti, za katere je vozlisée v edino vozlisce
iz D!(1). Po drugi strani pa je natanko ¢;_1c;_g - - ¢1 poti dolzine i — 1, ki povezujejo
poljubno vozlisée iz D!(1) z mnozico D}. Torej mora imeti vozli§ée v v mnozici D!(1)
natanko (a; — 1)(¢; — ¢;—1) + a;—1 sosedov. Lema je tako dokazana. |

Pokazali smo torej, da je particija vozlis¢ grafa I' na mnozice Df_l, Df_l za 1 <
i < d ter na neprazne mnozice D!(1) za 1 <i < d in D¥(0) za 2 < i < d ekvitabilna,
ter da parametri te particije niso odvisni od izbire sosednjih vozlis¢ z in y. Pokazimo
Se, da so mnozice D!(1) (1 < i < d) in D!(0) (2 <4 < d) neprazne.

Lema 5.2.13 Za vsako naravno Stevilo i (1 < i < d) velja

D] = 0 D)) = L

a; — a1C;).
cl"'ci—l cl...ci (z 11)

DoKAz. Dokazimo najprej prvo enakost. Za i = 1 trditev o¢itno dr#i, saj je | D (1)| =
|D}| = a1. Zato privzemimo ¢ > 2. Po lemi 5.2.9(iii) ima vsako vozli§¢e iz mnozice
D!~1(1) natanko b;_1 sosedov v mnozici Di(1). Po lemi 5.2.12(i) pa ima vsako vozlisce
iz DZ’(l) natapko ci—1 sosedov v ij(l). Ce prestejemo povezave med mnozicama
D!71(1) in D(1) na dva razli¢na nagina, dobimo

IDiZ1(1)] bi—1 = [Di(1)| ¢t



RAZDALINO-REGULARNI GRAFI NEGATIVNEGA TIPA

S preprostim indukcijskim ra¢unom dobimo

) by---bi_q
Di(1)| = |D}(1)|———=.
|D;(1)] = | Dy ( )|cl---ci_1

Ker pa je [D}(1)| = a1, je
) by---bi_;
Di(1)| = a; —————.
| z( )| alcl"'ci—l

Dokazimo sedaj Se drugo enakost. Ker je D! disjunktna unija mnozic Di(1) in D%(0)
je |D;(0)| = |D;| — |D;(1)|. Ker pa mo¢ mnozice D; poznamo (glej lemo 3.2.3(ii)),
uporabo pravkar dokazane tocke (i) dobimo Zeljeni rezultat.

H x

Sedaj pa nam ne bo tezko dokazati naslednje posledice.

Posledica 5.2.14 Veljata naslednji trditvi:
(i) Za vsako naravno stevilo i (1 <i < d) je Di(1) # 0.
(ii) Za vsako naravno stevilo i (2 <1i < d) je D{(0) # 0.

DoxAz. (i) Sledi neposredno iz leme 5.2.13(i).
(ii) Najprej pokazimo, da Stevilo a; — a1¢; (2 < 7 < d) ni enako 0. Po lemi 5.2.1 je
a#0in

. 1
ai—alciz—a(l—l-b—l-al)[i] |:Z 1 :|

Torej, ¢e je a; = ajc;, potem je b = —a; — 1. Ker je graf ' brez zmajev in ker ni
skoraj poligon, je po Brouwer, Cohen in Neumaier [4, Theorem 6.4.1] a; # aic; za
neko naravno §tevilo j (2 < j < d). Torej je b # —aj — 1 in zato a; — ai¢; # 0 za vsak
i (2 <i < d). Dokaz leme sedaj sledi iz leme 5.2.13(ii). |

Ce torej povzamemo, smo dokazali nasledni izrek.

Izrek 5.2.15 Naj bo T' Q-polinomski razdaljno-reqularen graf premera d > 3, brez
zmajev, s preseénim Stevilom a1 # 0, ki ni skoraj 2d-gon. Naj bosta x in y sosedngji
vozliséi grafa T'. Particija vozlis¢ grafa I' na mnoZice DE_I,DE_I,Df(l) (1<i<d)
in mnozice D}(0) (2 < i < d) je ekvitabilna, njeni parametri pa so neodvisni od izbire
v02lis¢ x in y. [ |

Posledica 5.2.16 Naj bo T' Q-polinomski razdaljno-regularen graf premera d > 3,
brez zmajev, s preseénim stevilom ay # 0. Potem je graf I' 1-homogen natanko takrat,
ko je skoraj poligon.

DoxkAz. Najprej pokazimo, da graf I' ne more biti (2d + 1)-gon. Namreé, po izreku
5.2.3 je I' bodisi graf negativnega tipa bodisi je izomorfen Hammingovemu grafu ali
dualnemu polarnemu grafu. Ni se tezko prepricati (glej Brouwer, Cohen in Neumaier
[4, Theorem 6.4.1, Theorem 9.2.1, Theorem 9.4.3]), da so Hammingovi grafi in dualni
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polarni grafi 2d-goni. Ce pa je T graf negativnega tipa, potem je po posledici 5.2.14(ii)
Df(O) # () za vsako naravno Stevilo 7 (2 < i < d). Torej je zato az # aj1cy in po izreku
Brouwer, Cohen in Neumaier [4, Theorem 6.4.1] graf I' ni skoraj poligon. Sedaj pa
dokazimo ekvivalenco zgornjih trditev. Ce je T' skoraj poligon, potem je po pravkar
povedanem skoraj 2d-gon in je zato 1-homogen po Nomura [38, Theorem 1]. CepaTl
ni skoraj poligon, potem je po posledici 5.2.14(ii) mnozica D2(0) neprazna in zato T'
ni 1-homogen, saj vozli§éa iz mnozice D3 nimajo enakega §tevila sosedov v mnozici
DL. N

Podrazdelek kon¢ajmo z naslednjo opombo. Naj bo I' graf iz izreka 5.2.15. Potem
ima po izreku 5.2.3 klasi¢ne parametre (d, b, o, 3) z b < —1. Po Wengovem rezultatu
[48, Theorem 10.3] drzi vsaj ena od naslednjih §tirih moznosti:

(i) d
(i) 2 =
i)
v)

(iii) T je graf hermitskih form (glej Brouwer, Cohen in Neumaier [4, Section 9.5 C]),

(i

Ker morajo biti mo¢i mnozic particije in parametri particije podane v izreku 5.2.15
nenegativna naravna §tevila, bi nam lahko tako dobljeni pogoji pomagali klasificirati
grafe iz tock (i) in (ii).

a=(b—-1)/2, B=—(1+b%/2 in —b je potenca lihega prastevila.

5.2.4 Grafi hermitskih preslikav

Kot primer druzine razdaljno-regularnih grafov negativnega tipa, ki niso skoraj po-
ligoni, si poglejmo grafe hermitskih preslikav. Predstavili smo jih ze v podrazdelku
5.1.2. Graf hermitskih preslikav nad vektorskim prostorom Fy, kjer je n € N, koncen
obseg I, pa je moci g = r2, kjer je r potenca prastevila, ima premer d = n in presetna

Stevila 1 )
_ i— i (1)
b — " -4 o =" (r' = (=1) )’
r—+ r+1 r+1
21 21—1 1—1

Tt =t — (=) =1 _
= <i1<d
a; r+1 (0 S )

Grafi hermitskih preslikav so grafi negativnega tipa, saj imajo klasi¢ne parametre
(d,—r, —r — 1, —(1 + (—=r)9)). Ali je lahko graf hermitskih preslikav skoraj poligon?
IzraC¢unajmo naslednja presetna Stevila:

a1 =1—-2, ag=(r—1)(r*> —r+1), cg=r(r—1).

Ce bi bil graf hermitskih preslikav skoraj poligon, potem mora veljati as = acp
(glej Brouwer, Cohen in Neumaier [4, Theorem 6.4.1]). To pa je mogoce le za r €
{—1,1}. Torej grafi hermitskih preslikav niso skoraj poligoni. Ce je r = 2, potem
je graf hermitskih preslikav 1-homogen in te grafe smo natancneje predstavili ze v
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podrazdelku 5.1.2. Omejimo se torej na grafe hermitskih preslikav z r > 2, ki po
posledici 5.2.16 niso 1-homogeni. Zato pa premorejo ekvitabilno particijo vozlisc,
ki je podana v izreku 5.2.15. V naslednjih posledicah bomo to particijo natanéneje
opisali.

Posledica 5.2.17 Naj bo I' graf hermitskih preslikav nad Fy s premerom d > 3 in
r > 2. Naj bosta x in y sosednji vozligéi grafa T in naj bo v € Dg_IUDf_l (1<i<d).
Potem je . . ‘

IC(v) N Di(1)] = (r = 2)((r — 1)r* =% — (=r)'7?).

DokAz. Neposredno iz leme 5.2.10 in formul za presecna Stevila grafa I'. [ |

Posledica 5.2.18 Naj bo I' graf hermitskih preslikav nad Fy s premerom d > 3 in
r > 2. Naj bosta = in y sosednji vozlis¢i grafa T' in naj bo v € D}(0) (2 < i < d).
Potem je

,rz'—l(ri—2 _ (_1)1‘—2)

IT(v) N D1 (0)] =

r+1
IT(v) N Di(1)| = (r —2)(r — 1)r* 2,
DoxkAz. Neposredno iz leme 5.2.11 in formul za presecna §tevila grafa T'. [ |

Posledica 5.2.19 Naj bo I' graf hermitskih preslikav nad Fy s premerom d > 3 in
r > 2. Naj bosta = in y sosednji vozlis¢i grafa T' in naj bo v € Di(1) (1 < i < d).
Potem je

. il (_qyi-1
) N i ()] =i 20— (DT

r+1
in 24 3( 3 2 ) ( ) 2( 2 )
; T (r? = 3r* +2) = (—r)(r*—=2r-2) -1
r D;(1)| = .
Do) N Di(D) =
DokAZ. Neposredno iz leme 5.2.12 in formul za presecna Stevila grafa I'. |

5.3 Dvodelni Q-polinomski razdaljno-regularni
grafisc, =1

Naj bo I' Q-polinomski razdaljno-regularen graf stopnje £ > 3 in s premerom d >
3. H. Lewis je v [30] pokazala, da je dolzina najkrajSega cikla v I najve¢ 6. Kot
zelo naravno se zato pojavi vpraSanje klasifikacije tistih @-polinomskih razdaljno-
regularnih grafov, v katerih imajo najkrajsi cikli dolzino 6. V tem razdelku bomo
predstavili rezultat, za katerega upamo, da bo pomagal pri tej klasifikaciji.

Naj bo torej I' @-polinomski razdaljno-regularen graf, v katerem imajo najkrajsi
cikli dolzino 6. Potem je a1 = a3 = 0 in ¢g = 1. Po posledici 5.1.9 je T' bod-
isi dvodelen bodisi skoraj dvodelen. Klasifikacijo skoraj dvodelnih Q-polinomskih

81
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razdaljno-regularnih grafov, v katerih imajo najkrajsi cikli dolzino 6, sta v [28] po-
dala Lang in Terwilliger. Zato privzemimo, da je I' dvodelen. Po lemi 3.3.1 je I
1-homogen, zato se seveda postavi vpraSanje, ali je I tudi 2-homogen? Odgovor je
negativen! Po Nomura [40, Theorem 1.2] imajo vsi 2-homogeni dvodelni razdaljno-
regularni grafi z valenco k > 3 in premerom d > 3 presecno §tevilo ¢y > 2. Dejstva,
da T" ni 2-homogen, pa ni tezko preveriti tudi neposredno.

Naj bosta x,y € VI vozlisci grafa I', ki sta na razdalji 2. Podobno kot v razdelku
5.2 bomo tudi v tem primeru poiskali particijo vozlis¢ grafa I, ki je nekoliko finejsa od
particije vozli§¢ grafa glede na razdaljo od vozlis¢ z,y. Za to particijo bomo pokazali,
da je ekvitabilna in da njeni parametri niso odvisni od izbire vozlis¢ z,y. Ker morajo
biti parametri particije nenegativna cela §tevila, bomo od tod izpeljali nekaj potrebnih
pogojev, katerim morajo zado§¢ati preseéna Stevila grafa I'. Upamo, da bodo ti pogoji
pripeljali tudi do koné¢ne klasifikacije @-polinomskih dvodelnih razdaljno-regularnih
grafov s ¢o = 1. Kot primer bomo pokazali, da ni takih grafov s premerom d = 4.

Prej kot predstavimo samo particijo, pa dokaZzimo Se naslednji pomoZen rezultat,
ki ga bomo potrebovali kasneje.

Lema 5.3.1 Naj bo I' razdaljno-regularen graf premera d > 3. Potem velja:
(i) pi1; = (baby---bi—1)/(cica--cim1) (1<i<d),
(ii) ph = ai(biba---bi—1)/(cica-- ;) (1 <i<d),
(ili) pf o = (babz---bi1)/(cica- - cig) (2 < i < d),
(iv) p2 = (babs---bi—1)(cibi—1 + a2 + ciy1b; — k — a1a;)/(cica -+ ci) (2<i<d-—1).

DokAz. Tocke (i), (ii) in (iii) sledijo neposredno iz Brouwer, Cohen in Neumaier [4,
Lemma 4.1.7]. Dokazimo 8e to¢ko (iv). Po Brouwer, Cohen in Neumaier [4, stran
127, enacba (10)] je

1 1 1 0 1 2
bi-1P; 1, + @iPi; + Civ 1D 41 = Piic1 + pia1 + Pybe.

Tocka (iv) sledi odtod z uporabo tock (i), (ii) in (iii). |

5.3.1 Definicija particije in osnovne lastnosti

Do konca tega razdelka naj bo I' )-polinomski dvodelen razdaljno-regularen graf
stopnje k > 3, premera d > 3 in s preseCnim §tevilom co = 1. Izberimo si vozli§ci
z,y € VT, ki sta na razdalji 2. Ker je co = 1, imata x in y natanko enega skupnega
soseda, ki ga oznatimo z z. Z D;- (0 < 4,5 < d) oznatimo mnozice particije vozlisé
grafa ' glede na razdaljo od vozli§¢ z in y. Torej

Dj = Dj(z,y) = {w € VT | 9z, w) =i, d(y,w) = j}.

Seveda je \D;| = p?j. V naslednji lemi nastejmo dve ve¢ ali manj ocitni lastnosti
mnozic D;-, ki sta posledici trikotniske neenakosti ter dvodelnosti grafa I'.
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Lema 5.3.2 Naj bosta i, nenegativni celi stevili, mangsi ali enaki d.

(i) Ce je |i — j| > 2, potem je D;- = 0.

(ii) Ce je i+ j liho stevilo, potem je D;- = 0. [ |
Torej so lahko nenifelne samo naslednje mnozice: D! (1 < i < d) ter DZ’}Q,DL?
(2 <i < d). Da so slednje res nenicelne, se ni tezko prepricati.

Lema 5.3.3 Za vsak i (2 <1 < d) velja:

(1) |Di_s| = |Dj% = (bobs -+ -bi-1)/(cr¢2- - ci2),

(i) Di_, # 0, D2 # 0.

Dokaz. Neposredno iz 5.3.1(iii), saj je |[Di_,| = |D!?| = p?_, . |

Ker je I' dvodelen graf, med vozli§¢i znotraj mnozice Dj- ni povezav (sicer bi dobili
cikel lihe dolzine). Pokazimo sedaj naslednjo preprosto lemo.

Lema 5.3.4 Naj bo z € D} in w € D! (1 <i <d). Potem je (z,w) € {i —1,i+1}.

DoKAZ. Iz trikotniske neenakosti dobimo i — 1 < 9(z,w) < ¢ 4+ 1. Toda ¢e je
d(z,w) = i, potem to pomeni, da je a; # 0, saj sta vozli§¢i = in z povezani, obe pa
sta na razdalji ¢ od vozlis¢a w. To pa je seveda v protislovju z dvodelnostjo grafa I'.

Lema 5.3.4 nam tako osmisli naslednjo definicijo, v kateri bomo opisali situacijo, s
katero se bomo ukvarjali do konca tega razdelka.

Definicija 5.3.5 Naj bo I' Q-polinomski dvodelen razdaljno-regularen graf stopnje
k > 3, premera d > 3 in s preseénim Stevilom co = 1. Izberimo si vozliséi x,y € VT,
tako da je O(z,y) = 2, z pa naj bo enoliéno doloc¢en skupni sosed vozlis¢ = iny. Za
0<14,5<dmnajbo

D;- = D;(m,y) ={w € VT | d(z,w) =1, d(y,w) = j}.
Za 1 <1 < d pa definirajmo Se
Di(1) ={w e D¢ | d(w,z) =i —1} in DI0) = {w € D | d(w,z) =i+ 1}.
V naslednji lemi strnimo nekaj preprostih lastnosti mnozic Di(1) in D?(0).
Lema 5.3.6 Naj bo graf I' kot v definiciji 5.3.5. Potem veljajo naslednje trditve:
(i) Mnozica D! je disjunktna unija mnozic Di(1) in Di(0) (1 <4 < d).

(ii) Di(1) = {2} in DL(0) = 0.
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(iii) D4(1) = D¢ in D4(0) = 0. [
Izraéunajmo sedaj moéi mnozic DE(1) in D(0).
Lema 5.3.7 Naj bo graf I kot v definiciji 5.3.5. Potem veljata naslednji trditvi:

(i) DIV =pi_; —pio; 25 i< d),

(i) [DHO)| = pf —pi1; +Pfo; (2<i<d—1).
DokAz. (i) Vozlisée w je v mnozici D{(1) natanko takrat, ko je na razdalji ¢ od
vozlis¢a z, na razdalji ¢ — 1 od z, vendar ni na razdalji ¢ — 2 od y. Vseh vozlis¢, ki so
na razdalji ¢ od z in na razdalji ¢ — 1 od z, je natanko p}_l,i. Izmed teh je natanko
p?_z’i takih, ki so na razdalji i — 2 od y. To¢ka (i) je tako dokazana.

(ii) Ker je D! disjunktna unija mnozic D¢(1) in D(0), je |Di(0)| = | D} — |DE(1)]-
Ker je | D! = pZ, tocka (ii) sedaj sledi iz tocke (i). [ |

7 uporabo leme 5.3.1 pa sedaj hitro dobimo naslednjo posledico.

Posledica 5.3.8 Naj bo graf I' kot v definiciji 5.3.5. Potem veljata naslednji trditvi:

(bim1 —1)bg---bi—1
cLee it

|Di(1)| = (2 <i<d),

(Ci_|_1 — 1)52 . -bi
cl ...ci

|D}(0)] = 2<i<d-1).

Lema 5.3.9 Naj bo graf T kot v definiciji 5.3.5. Potem veljajo naslednje trditve:

(i) Med vozlisci iz DY(0) in vozliséi iz Di(1) (2 < i < d) ni povezav.

(i) Med vozlis¢i iz DE(0) in vozliséi iz DI"1(1) (2 <4 < d — 1) ni povezav.

(iii) Med vozliséi iz D3(1) in vozliséi iz D3 U D? ni povezav.

ii) Ce bi bil v € D(0) povezan z w € D™}, potem bi bilo d(z,v) =i —2+1=1i—1,

1 i—1
kar pa je v protislovju z definicijo mnozice D}(0).
(iii) Naj bo w € D3(1). Vozlisée z je skupni sosed w in z, zato w nima sosedov v D3.
Ker pa je z tudi skupni sosed vozlis¢ w in y, w nima sosedov tudi v D3. [ |
S pomocjo lastnosti, ki smo jih dobili iz leme 5.3.2, leme 5.3.6 in leme 5.3.9, lahko

particijo vozlis¢ grafa I' na mnozice Di_,, D2 (2 < i < d), Di(1) (1 <i < d) in
Di(0) (2 <14 < d— 1) grafitno predstavimo na sliki 5.6.

Naslednja lema nam pove, katere parametre te particije Ze poznamo in kateri so
zaenkrat Se neznani.
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Slika 5.6: Particija vozlis¢ grafa I'. Krogi v sredini slike predstavljajo mnozice D:(0) (2 <
i < d—1) (zgornja vrsta), ter mnozice D}(1) (2 <14 < d) (spodnja vrsta). Hitro se tudi lahko
prepri¢amo, da je T;(z) = D{_,UDi(1)UD}(0)UD:,, in T;(y) = Di">UDi(0)UDi(1)UD{ .

Lema 5.3.10 Naj bo graf T’ kot v definiciji 5.3.5. Potem veljajo naslednje trditve:

(i) Za vsako naravno stevilo i (2 < i < d) je vsak w € D!, (oziroma D ?)

sosedenj
(a) natanko Ci_9 vozliséem iz D'_3 (oziroma D! 3),
. N s | - i—1
(b) natanko b; vozliséem iz D;"y (oziroma D; ),

(c) natanko c;_1 —ci—2 wozliséem iz D!"|(1),
(d) natanko  ¢; —c;i1  wozliséem iz D;:%(O),

in nobenim drugim vozliséem iz VL.

(ii) Za vsako naravno Stevilo i (2 <i<d—1) je vsak w € Df(O) sosedenj
(a) natanko bit1 vozliséem iz DEI%(O),
(b) natanko  ¢; — |T'(w) N Dz:%(0)| vozliséem iz Dgf%,
(c) natanko  ¢; — [T(w) N DI"1(0)|  wozliscem iz D;;i,
. 1—1 )
(d) natanko bi + |I;(zj)—mbizl_l(0)| vozliséem iz DIt (1),
(e) natanko IT'(w) N D::j (0] vozliséem iz ij(O),
in nobenim drugim vozliséem iz V.

(iii) Za vsako naravno stevilo i (1 < i < d) je vsak w € Di(1) sosedenj

(a) natanko Ci-1 vozliséem iz D:{:%(l),
(b) natanko  b; — |I'(w) N D:ﬁ(lﬂ vozliséem iz Dzﬂ,
(c) natanko  b; — |T'(w) N D:ﬁ(lﬂ vozligéem iz Dfﬁ,
(d) natanko ¢ + [T(w) N D (1)) vozliscem iz DIZ1(0),
—bz' — Cj—l 1 .
(e) natanko |T(w) N D:ﬂ(l)| vozliséem iz D;ﬂ(l),
in nobenim drugim vozliséem iz VL.
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DokAz. (i) Totka (a) sledi iz dejstva, da je T'(w) NT;_3(z) C D=3 (oziroma T'(w) N
T;_3(y) C D!=%). Podobno tocka (b) sledi iz dejstva, da je T'(w) N Tiy1(y) € DT
(oziroma I'(w) NT14(z) C DZ;%) Dokazimo sedaj tocko (c). Ker je w na razdalji
1 — 1 od z, poteka od w do z natanko c;_ic;—9---c; poti dolzine 1 — 1. Ker ima
w natanko ¢;_o sosedov v Df:% (oziroma Df::l)’), gre natanko ¢;_oc¢;_oc;_3---¢1 od
teh poti skozi D!~ (oziroma D!"?). Ostalih (c; 1 — ¢; 2)c; 2+ ¢ poti mora tore]
potekati skozi D!"1(1). Naj bo v € Di"1(1). Ker je O(v,z) = i — 2, poteka od v
do z natanko ¢;_o---c; poti dolzine 7 — 2. Torej mora w imeti v Déj(l) natanko
ci—1 — cj—g sosedov. ToCka (d) je sedaj trivialna, saj je I’ regularen graf s stopnjo
k=0b;+c.

(ii) Ker je d(w,z) = i + 1, mora imeti w natanko b;11 sosedov v I'j12(2). Toda
Tit2(2) NT(w) C DI{(0) in tocka (a) sledi. Dokaz totk (b), (c), (d) in (e) sedaj
sledi iz dejstva, da je I'i(z) = D! , UD}(1) UD!(0) U DL, in T;(y) = D;"2 U D(0) U
Di(1) U Di2.

(iii) Ker je O(w,z) = ¢ — 1, mora imeti w natanko ¢;—; sosedov v I';_2(z). Toda
T;_2(2) NT(w) C D{"}(1) in totka (a) sledi. Dokaz tock (b), (c), (d) in (e) sedaj
sledi iz dejstva, da je I';(z) = D!_, UD!(1) UD(0) UD! , in Ts(y) = DI ?UDi0)u
Di(1) U Di2. |

5.3.2 Ekvitabilnost particije

V tem podrazdelku bomo pokazali, da je particija vozlis¢ grafa I', ki smo jo definirali
v prejS$njem razdelku, ekvitabilna ter da njeni parametri niso odvisni od izbire vozlis¢
z,y. Po lemi 5.3.10 moramo pokazati le, da je stevilo |T'(w) N D=1 (0)| (2 <i < d—1)
neodvisno od izbire w € D;(O) ter z in y, in da je §tevilo |T'(w) ﬂD:Iﬂ (1<i<d-1)
neodvisno od izbire w € D}(1) ter z in y. To bomo pokazali v naslednji lemi. Naj tudi
pripomnimo, da Sele v tej lemi prvi¢ rabimo @-polinomsko lastnost grafa I' (zaradi
uporabe Terwilligerjeve karakterizacije @-polinomske lastnosti - glej izrek 2.4.2).

Lema 5.3.11 Naj bo ' dvodelen razdaljno-regularen graf stopnje k > 3, premera
d > 3 in s preseénim Stevilom co = 1. Naj bo E netrivialen glavni idempotent grafa
[ in naj bo 05,07,...,0; pripadajoce zaporedje dualnih lastnih vrednosti. Naj bo I'
Q-polinomski glede na E. Potem veljata naslednji trditvi:

(i) Za2<i<d—11inzaw € DY0) je

(05 — 6;)(05 — 674) — (67 — 0;_,)(65 — 0;)
(93 - ef)(ef—l - 9;+1)

IT'(w) N DIZ1H0)| = ¢

(ii) Za1<i<d-11inzaw € DY1) je

(65 — 67)(65 — 6;_1) — (67 — 67,,)(65 — 6;)
(65 = 07)(0711 — ;1)

IT(w) N D;'ﬂ(l)| = b
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DokAz. (i) Oznagimo T = [[(w) N D{={(0)| in n = |T'(w) N Di;;|. Ni se teiko
prepricati, da je 7 + n = ¢;. Po izreku 2.4.2 dobimo

z : § : i—1 — Y1
vEVT veEVT 0 {
A(z,v)=i—1 d(z,v)=1
O(w,v)=1 O(w,v)=i—1

Opazimo, da je {v € VT | d(z,v) = 1, (w,v) =i — 1} C Di.
Ce enatbo (5.10) skalarno pomnozimo z (|VT|/m)Ey, kjer je m veckratnost lastne
vrednosti, ki pripada glavnemu idempotentu F, ter uporabimo lemo 2.3.5(i), dobimo

92‘ 1—9’1“

7'9;(_1 + 7’]9;'_1 — CZH;); =C—FFF

Ce pa upostevamo e = ¢; — 7, dobimo

05 —0r)(0% — 0 07 —0r_ ) (05 —or
7(0;‘71 02+1) ( 0 z)( 3 z—é—el; 2*3 z—l)( 2 z).
7

Ker pa so po lemi 2.4.1 dualne lastne vrednosti paroma razliéne, dobimo

(65— 07)(05 — 03,,) — (65 — 07 ,)(05 — 0})
O~ 6;) 0y —07,)

T =¢;

Tocka (i) je tako dokazana.

(ii) Oznacimo 71 = |I'(w) N D;ﬁ( )| in m = [T(w) N Di*1|. Zopet opazimo, da je

71 + m1 = b;. Po izreku 2.4.2 dobimo

0., — 67

> Ev- Y  Ev=b ’9*;1 7 L(Ez — Ew). (5.11)
veVT veVTD

(z,v)=i+1 d(z,v)=1

A(w,v)=1 (w,v)=i+1

Dokaz nadaljujemo kot v tocki (i).
Nasa naslednja naloga je pokazati, da so mnozice D(0) (2 <i < d—1) in Di(1) (1 <

i < d) neprazne. Zato pa najprej potrebujemo naslednji rezultat.

Lema 5.3.12 Naj bo I Q-polinomski dvodelen razdaljno-regularen graf stopnje k > 3,
premera d > 3 in s presec¢nim Stevilom ca = 1. Potem velja:
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DokAz. (i) Po Lewis [30, Theorem 28] imamo c3 > 2, po izreku 2.3.3 pa Se ¢3 < ¢4 <
-+- < ¢q. Tocka (i) je s tem dokazana.

(ii) Po izreku 2.3.3 je by > by > - -+ > by_1. Pokazati moramo 8e by_1 > 2. Pomagali si
bomo z rezultati Caughmanovega ¢lanka [9]. Recimo, da je bg—; = 1. V tem primeru
je p%, 4 = 0. Definirajmo stevilo § takole:

20 = max{i +j —d|0<i,j <d, pjj # 0}.

Iz Caughman [9, Lemma 8.3] dobimo, da je § < 1. Ker je pg,d = 1, je § nenegativno
stevilo. Ker pa je I' dvodelen, iz pfj # 0 sledi, da je i + j + d sodo §tevilo, zato je tudi
1+ j — d sodo §tevilo. Torej je = 0. Izberimo si vozlisée u € VI in definirajmo graf
I‘fl:

VT% =T4(u), ET%={(v,w) € VI3 x VT%| dr(v,w) = 2}.

Po Caughman [9, Theorem 9.2] je I‘g povezan graf premera §. Ker pa je § = 0, mora
imeti graf I'J samo eno vozlisée. Torej je |[q(u)| = kg = 1, po Brouwer, Cohen in
Neumaier [4, Proposition 5.1.1] pa je zato I" antipoden graf indeksa 2. Po Curtinovem
rezultatu [11, Theorem 42] je I" 2-homogen. Kot smo omenili ze v uvodu tega razdelka,
imajo vsi 2-homogeni dvodelni razdaljno-regularni grafi prese¢no §tevilo co > 2, glej
Nomura [40, Theorem 1.2]. To pa je protislovje! Zaklju¢imo lahko, da je by > 2. B

Lema 5.3.13 Naj bo T’ Q-polinomski dvodelen razdaljno-reqularen graf stopnje k > 3,
premera d > 3 in s preseénim Stevilom co = 1. Potem

(i) Di(0) 20 2<i<d-1),
(i) Di(1) #0 (1 <4 <d).
Doxkaz. (i) Neposredno iz posledice 5.3.8(ii), ker je po lemi 5.3.12(i) ¢;+1 > 1.
(ii) Neposredno iz posledice 5.3.8(i), ker je po lemi 5.3.12(ii) b;—1 > 1. [ |

Izrek 5.3.14 Naj bo I' Q-polinomski dvodelen razdaljno-regularen graf stopnje k > 3,
premera d > 3 in s presecnim Stevilom co = 1. Potem je particija vozlis¢ grafa I na
mnozice D%, D} , (2 <4 <d), D1) (1 <i<d)in D{0) (2 <i < d) ekvitabilna,
njeni parametri pa niso odvisni od izbire vozlis¢ x in y.

DokAz. Lema 5.3.10 in lema 5.3.11 nam povesta, da je particija ekvitabilna in da
njeni parametri niso odvisni od izbire vozlis¢ z in y. Lema 5.3.3(ii) in lema 5.3.13 pa
dokazujeta, da so mnozice particije neprazne. [ |

5.3.3 Pogoji

V tem podrazdelku bomo dokazali nekaj potrebnih pogojev, katerim morajo ustrezati
preseCna, Stevila grafa I'. Najprej dokazimo drugo verzijo leme 5.3.11.

Lema 5.3.15 Naj bo T Q-polinomski dvodelen razdaljno-regularen graf stopnje k > 3,
premera d > 3 in s presecnim Stevilom co = 1. Potem veljata naslednji trditvi:
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(i) Za2<i<d-1inzaw € DY0) je

i cilci —1
D) n i} o)) = A=Y,
Cit+1 —
(ii) Za1<i<d-1inzawé€ D1) je
; bi(b; — 1
D) n i) = 2=
bi_g — 1

DokAz. (i) Najprej hitro opazimo, da lema drzi za i = 2. Zato privzemimo, da je
i > 3. Po lemi 5.3.10(ii) ima vsako vozlisée iz D!"{(0) natanko b; sosedov v D:(0).
Po lemi 5.3.11 pa ima vsako vozlidée iz D:(0) natanko 7 sosedov v D!~}(0). Torej
imamo

IDi=1(0)[b: = D (0)]7.

Ce izracunamo 7 z uporabo posledice 5.3.8(ii), dobimo 7 = ¢;(¢; — 1)/(ciz1 — 1).
(ii) Zopet opazimo, da trditev drZi za 7 = 1, zato privzemimo ¢ > 2. Po lemi 5.3.10(iii)
ima vsako vozlisce iz DT1(1) natanko c¢; sosedov v D¥(1). Po drugi strani pa ima po

i+1 3 .
lemi 5.3.11 vsako vozlisce iz Dj(1) natanko 7; sosedov v Dfﬁ(l) Spet torej dobimo

D1 = [Di (D)lei-

Ce izracunamo 71 z uporabo posledice 5.3.8(i), dobimo 7, = b;(b; — 1)/(b;—1 — 1). W

Izrek 5.3.16 Naj bo I' Q-polinomski dvodelen razdaljno-reqularen graf stopnje k > 3,
premera d > 3 in s presecnim Stevilom cog = 1. Potem

(1) ciy1 — 1 delici(c; —1) za2<i<d-—1,

(i) b1 —1 deli b(b;—1) zal<i<d—1.

DoxkAz. Neposredno iz leme 5.3.15, saj morajo biti §tevila ¢;(c; —1)/(ci+1 — 1) (2 <
i <d—1)inbj(b; —1)/(bji—1 — 1) 1 < i < d — 1 nenegativna cela stevila. |

Posledica 5.3.17 Naj bo I' Q-polinomski dvodelen razdaljno-reqularen graf stopnje
k >3, premera d > 3 in s prese¢nim Stevilom co = 1. Potem k—2 deli (c3—1)(c3—2).
Torej, ali je c3 =2 ali pa (c3 —1)(c3 —2) > k — 2.

DoxkAz. Po izreku 5.3.16(ii) stevilo by — 1 = k — 2 deli stevilo bs(bs — 1) = (k — 2 —
c3+2)(k—2—c3+1). Torej k — 2 deli stevilo (c3 — 1)(c3 — 2). Posledica je tako
dokazana. |
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5.3.4 Primerd=14

V tem podrazdelku bomo pokazali, da ne obstaja Q-polinomski dvodelen razdaljno-
regularen graf stopnje k > 3, premera d = 4 in s prese¢nim §tevilom ¢y = 1.

Izrek 5.3.18 Q-polinomski dvodelen razdaljno-regularen graf stopnje k > 3, premera
d =4 in s preseénim Stevilom co = 1 ne obstaja.

DokAz. Naj bo I' Q-polinomski dvodelen razdaljno-regularen graf stopnje k& > 3,
premera d = 4 in s preseénim Stevilom c¢o = 1. Pokazali bomo, da mora biti v tem
primeru presecno Stevilo bs grafa I' enako 1, kar pa je seveda v protislovju z lemo
5.3.12(ii)

Ozna¢imo b = k — 1in ¢ = ¢3 — 1. Ker je ¢4 = k, po izreku 5.3.16 obstaja
nenegativno celo §tevilo a, da je c¢(c + 1) = ab. Dalje, ker je b = k — 1, po izreku
5.3.16 dobimo, da k — 2 deli b3(b3 — 1) = (k—2—c3+2)(k—2—c3+1). Torej obstaja
nenegativno celo stevilo 3, da je ¢(c — 1) = (b — 1). Ce je ¢ = 1, potem je ab = 2.
Od tod pa sledi k = 3 in zato bs = 1. Privzemimo sedaj, da je ¢ > 1. Potem imamo

c+1_g b
c—1 Bb-1

Ker je zaporedje (n + 1)/(n — 1) (2 < n) padajoce in ker je 2 < ¢ < b — 1, dobimo
(c+1)/(c—1) > b/(b—2) > b/(b—1). Zato je /B > 1 in f = o — a za neko
naravno $tevilo a. Ce odstejemo enaébi ¢? +c¢ = ab in ¢ —c = (a —a)(b— 1), dobimo
2c=a+ab—a.

Vzemimo najprej a > 2. Potem imamo ¢ = (a+a(b—1))/2>14+b—1=0b, kar
je protislovie. Torej @ = 1 in ¢ = (o + b — 1)/2. Zato imamo ¢ + ¢ = c(c+ 1) =
(a+b—1)(a+b+1)/4 = ab, oziroma (a —b—1)(a—b+1)=0. Ceje a =b+ 1,
potem je ¢ = b, kar je zopet protislovje. Torej je « = b— 1, kar pa pomeni cg =k —1
in zato by = 1. [ |



Poglavje 6

Konstrukcija
razdaljno-regularnih dvojnih
krovov

Nove konstrukcije razdaljno-regularnih grafov so ena izmed najbolj pomembnih nalog
teorije razdaljno-regularnih grafov. Z njihovo pomocjo lahko razvijemo nove tehnike
proucevanja struktur in objektov, ki jih raziskujemo. Nove konstrukcije nam dostikrat
ponudijo nov pogled na konstruirane objekte, zato lahko z njihovo pomocjo bolje
razumemo zgradbo ter nekatere lastnosti teh objektov. Nenazadnje pa je lahko vsaka
nova konstrukcija zacetek klasifikacije oziroma karakterizacije konstruiranih objektov.

Naj bo @ razdaljno-regularen graf. V tem poglavju bomo opisali postopek, kako
lahko iz grafa G konstruiramo nov graf H, za katerega se izkaze, da je v nekaterih
posebnih primerih antipoden razdaljno-regularen graf indeksa 2. Konstrukcijo sta
prva opisala B. Martin in A. Munemasa [32]. Za poseben primer le-te (ko je premer
grafa G enak 3) sta tudi dokazala zadosten in potreben pogoj, da so konstruirani
grafi razdaljno-regularni. Metode dokazovanja, ki sta jih uporabljala, so bile povsem
algebrai¢ne. Podali bomo neodvisen dokaz njunih rezultatov, nase metode dokazo-
vanja pa bodo povsem kombinatori¢ne. Pomagali si bomo namre¢ z ekvitabilnimi
particijami, ki mo¢no spominjajo na ekvitabilne particije 1-homogenih grafov. Poleg
tega bomo njun rezultat posplos§ili §e na primer, ko je premer grafa G enak 2 ali 4.

V prvem razdelku tega poglavja bomo konstrukcijo opisali in navedli nekaj glavnih
znadilnosti grafov, ki jih s to konstrukcijo dobimo. V drugem razdelku si bomo
poblize ogledali tri neskon¢ne druzine razdaljno-regularnih grafov, ki jih lahko do-
bimo z opisano konstrukcijo. V nadaljnih razdelkih pa bomo §tudirali nekaj posebnih
primerov te konstrukcije. Rezultati tega poglavja so skupno delo s A. JuriSi¢em.
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6.1 Konstrukcija

V tem razdelku bomo opisali konstrukcijo grafov, za katere se bo v nekaterih primerih
izkazalo, da so antipodni razdaljno-regularni grafi indeksa 2. Dokazali bomo tudi, da
obstaja ekvitabilna particija vozlis¢ tako konstruiranih grafov. Kot bomo videli, ta
particija zelo spominja na ekvitabilno particijo vozlis¢ 1-homogenih grafov.

Konstrukcija 6.1.1 Naj bo G razdaljno-regularen graf premera d, A1 njegova ma-
trika sosednosti in Agq njegova d-ta razdaljna matrika. Naj bo H graf, katerega matrika

sosednosti A je enaka
. Al Ad
A= (Ad A1> . (6.1)

Ker je matrika A simetri¢na z ni¢lami po diagonali, je graf H je seveda dobro definiran,
brez zank in veckratnih povezav.
Graf H lahko opiSemo tudi takole. Mnozica vozlis¢ V H grafa H je enaka

VH = {(v,i) | v € VG,i € Zs},
vozlisti (v,1) in (u, ) grafa H pa sta sosednji natanko takrat, ko je
(i) ¢ =j in sta vozli§¢i v in u sosednji v grafu G, ali ko je
(ii) 4 # j in sta vozli§¢i v in u v grafu G na razdalji d.

Do konca tega poglavja naj bosta torej G in H grafa, ki sta definirana v konstrukciji
6.1.1. Naj bo (v, 1) vozlisce grafa H. Ker je njegova druga komponenta element obsega
Zs, bomo pri racunanju z njo uporabljali aritmetiko obsega Zs. Mnozico vozlis¢, ki so
za £ oddaljene od vozliséa (v,4), bomo namesto Hy((v,1)) krajSe oznacevali s Hy(v,1).
V primeru, ko je £ = 1, pa bomo oznako Hi(v,1) skrajsali v H(v,1).

Problem, s katerim se bomo v tem poglavju ukvarjali, je naslednji.

Problem 6.1.2 Kdaj je graf H, konstruiran v 6.1.1, razdaljno-regularen?

Zaradi laZjega izrazanja vpeljimo naslednjo definicijo. Za poljubno vozlisée v € VG
ter Stevili ¢ € Zo in j € {0,...,d} definirajmo naslednjo mnozico:

G} = Giv) = {(u.1) | u € Gj(v)}.

Ker je indeks ¢ mnozice G;- element obsega Zo, bomo pri rac¢unanju z njim zopet
uporabljali aritmetiko obsega Zo. Grafi¢no graf H predstavimo na sliki 6.1. Pri tem
je d premer grafa G, a;,b;,c; (0 < i < d) pa njegova presetna Stevila.

Pri reSevanju problema 6.1.2 nam bo v veliko pomo¢ naslednja preprosta lema.

Lema 6.1.3 Naj bo {by,b1,...,b4-1;1,c2,...,cq} preseéna tabela grafa G in v po-
ljubno njegovo wozlisée. Potem je particija vozlis¢ grafa H, podana na sliki 6.1,
ekvitabilna, parametri te particije pa so meodvisni od izbire vozliséa v.

Doxkaz. Naj bosta j,£ € {0,...,d} ter i € Zy. Vsako vozli§ée iz mnozice G;- ima v
mnozici G} natanko p] ,(G) sosedov, v mnozici Géﬂ pa natanko p?, ,(G) sosedov. W
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ad ad—l az al

Slika 6.1: Graf H iz konstrukcije 6.1.1. Povezave med mnozicama GY in Gy obstajajo natanko
takrat, ko je prese¢no §tevilo pf;lz grafa G razliéno od 0

6.2 Neskonéne druzine

Naj bo n naravno §tevilo. V tem razdelku si bomo ogledali tri neskon¢ne druzine
razdaljno-regularnih grafov, ki jih lahko dobimo s pomoéjo konstrukcije 6.1.1: n-
kocke (n > 2), polovi¢ne n-kocke (n > 3) ter Johnsonove grafe J(2n,n) (n > 2).

Izrek 6.2.1 (i) Naj bo n > 2 poljubno naravno stevilo, graf G pa naj bo n-kocka.
Potem je graf, ki ga dobimo iz grafa G s konstrukcijo 6.1.1, (n + 1)-kocka.

(ii) Naj bo n > 3 poljubno naravno §tevilo, graf G pa naj bo poloviéna n-kocka.
Potem je graf, ki ga dobimo iz grafa G s konstrukcijo 6.1.1, poloviéna (n + 1)-
kocka.

DoxkAz. (i) Graf G lahko konstruiramo takole: njegova mnozica vozlis¢ so vse n-terice
nicel in enic, vozliS¢i pa sta povezani natanko tedaj, ko se ustrezni n-terici razlikujeta
v natanko eni komponenti. Analogno definiramo (n + 1)-kocko H'. Graf H naj bo
graf, ki ga dobimo iz grafa G s konstrukcijo 6.1.1. Pokazimo, da sta grafa H in H'
izomorfna.

Naj bo X,, mnozZica vseh n-teric sestavljenih iz nicel in enic. Za a € X, in
poljubno naravno §tevilo 7 € {1,...,n} ozna¢imo i-to komponento n-terice a z a(7).
Definirajmo n-terico @ takole: za vsak 7 € {1,...,n} naj bo a(i) = 1, ¢ée je a(z) = 0,
ter a(i) = 0, Ce je a(i) = 1.

Seveda lahko mnozico vozlis¢ grafov H in H' identificiramo z mnozico X,41 =
{(a,j) | a € Xy, j € {0,1}}. Vozliséci (a,1), (b,1) € X,41 sta povezani v grafih H in
H' natanko takrat, ko sta a in b povezani v grafu G. Vozliséi (a,0), (b,1) € X411 pa
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sta povezani v grafu H natanko takrat, ko je b = @, v grafu H' pa natanko takrat, ko
jea=nb.

Konstruirajmo sedaj preslikavo f : X, 11 — X,,41 takole: za vsak a € X,, naj
bo f((a,0)) = (a,0) in f((a,1)) = (a,1). Seveda je preslikava f bijekcija, pravtako
pa se ni tezko prepricati, da je f izomorfizem grafov H in H'.

(ii) Ker sta (n + 1)-kocka in graf H, ki ga dobimo iz n-kocke s konstrukcijo 6.1.1,
izomorfna, sta izomorfna tudi njuna poloviéna grafa. Seveda pa je poloviéni graf
grafa H ravno graf, ki ga dobimo s konstrukcijo 6.1.1 iz poloviénega grafa n-kocke. l

Izrek 6.2.2 Naj bo n > 2 poljubno naravno stevilo in naj bo graf G Johnsonov graf
J(2n — 1,n — 1). Potem je graf H, ki ga dobimo iz grafa G s konstrukcijo 6.1.1,
Johnsonov graf J(2n,n).

Opomba: Za definicijo Johnsonovih grafov glej Brouwer, Cohen in Neumaier [4,
Section 9.1].

Doxkaz. Naj bo X = {1,...,2n — 1}. Vozlis¢a grafa G (torej Johnsonovega grafa
J(2n —1,n—1)) so vse (n — 1)-elementne podmnozice mnozice X, dve vozli§¢i pa sta
povezani natanko takrat, ko ima presek ustreznih podmnozic n—2 elementov. Vozliséa
Johnsonovega grafa J(2n,n) pa so vse n-elementne podmnozice mnozice X U {2n},
dve vozli§¢i pa sta povezani natanko takrat, ko ima presek ustreznih podmnozic n —1
elementov. Graf H, ki ga dobimo s konstrukcijo 6.1.1 iz grafa G, pa ima mnoZico
vozlis¢ {(a,?) | a C X, |a| =n —1, i € {0,1}}. Vozlis¢i (a,4) in (b,i) grafa H sta
povezani natanko takrat, ko je |a Nb] = n — 2, vozliséi (a,0) in (b,1) pa natanko
takrat, ko je a N b = (. Pokazali bomo, da sta grafa J(2n,n) in H izomorfna.
Kostruirajmo preslikavo f iz mnozice vozlis¢ grafa H v mnozico vozlis¢ grafa
J(2n,n): f((a,0)) = aU{2n} in f((a,1)) = X \a za vsako n—1 elementno podmnozico
a mnozice X. Seveda je mo¢ mnozic a U {2n} in X \ a v primeru, ko je |a|] =n — 1,
enaka n, zato preslikava f res slika v mnozico vozlis¢ grafa J(2n,n). Hitro se lahko
tudi prepricamo, da je f injektivna preslikava. Ce sta namreé a in b dve razliéni n — 1
elementni podmnozici mnozice X, potem so tudi f((a,0)) = aU{2n}, f((a,1)) = X\a,
F((5,0)) = bU {2n} in f((b,1)) = X \ b paroma razlitne n elementne podmnozice
mnozice X U {2n}. Ker pa imata domena in kodomena funkcije f enako mo¢, je
funkcija f tudi surjetktivna. Prepri¢ajmo se Se, da je funkcija f tudi izomorfizem
grafov H in J(2n,n). Oglejmo si tri razliéne primere.
Primer 1: naj bosta (a,0) in (b,0) povezani vozlis¢i grafa H. To pomeni, da je
laNbl =n —2. Zato je |f((a,0)) N f((b,0))] = |(aU{2n}) N (bU{2n})| =n —1, kar
pa seveda pomeni, da sta f((a,0)) in f((b,0)) povezani v grafu J(2n,n).
Primer 2: naj bosta (a,1) in (b,1) povezani vozliséi grafa H. To pomeni, da je
laNb| =n—2. Torej je f((a,1))Nf((b,1)) = (X \a)N(X\b) =X\ (aUb), ter zato
[ ((a, 1))NF((b,1)] = [X|=(|al+[b|=]anb]) = 2n—1-((n—1)+(n—1)=(n—2)) = n—L.
Vozliséi f((a,1)) in f((b,1)) sta torej povezani v grafu J(2n,n).
Primer 3: naj bosta (a,0) in (b,1) povezani vozlii¢i grafa H. To pomeni, da je
anb={. Seveda je potem f((a,0)) N f((b,1)) = (aU{2n}) N (X \ b) = a. Torej je



PREMER 2

£ ((a,0)) N f((b,1))] = |a|] = n — 1, kar pa spet pomeni, da sta f((a,0)) in f((b,1))
povezani vozliséi grafa J(2n,n).
Grafa H in J(2n,n) sta torej izomorfna in s tem je izrek dokazan. |

V nadaljnih razdelkih tega poglavja se posvetimo posameznim posebnim primerom
konstrukcije podane v 6.1.1.

6.3 Premer 2

V tem razdelku bomo opisali primer, ko ima graf G premer 2. Graf G je v tem primeru
povezan krepko regularen graf. Ponavadi preseno §tevilo ¢y (to je Stevilo skupnih
sosedov dveh vozlis¢ na razdalji 2) povezanega krepko regularnega grafa ozna¢imo z
i, presecno Stevilo a1 (to je Stevilo skupnih sosedov dveh sosednjih vozlis¢) pa z A.
Ce je n stevilo vozlié grafa G in k njegova stopnja, potem pravimo, da so (n,k, A, p)
parametri grafa G. Parametre krepko regularnega grafa povezuje znana formula (glej
Brouwer, Cohen in Neumaier [4, Proposition 1.4.1]):

(n—k—1)u=(k—X— 1)k (6.2)

Qe je graf G krepko regularen s parametri (n,k, A, 1), potem je njegov komplement
G krepko regularen s parametri (n,n —k —1,n — 2k + p — 2,n — 2k + A\) (Brouwer,
Cohen in Neumaier [4, Theorem 1.3.1]).

Naj bo G povezan krepko regularen graf s parametri (n,k,\, u). Potem ima G
natanko tri razlicne lastne vrednosti: k z veCkratnostjo 1, r z veCkratnostjo f in
s z veckratnostjo g. Pri tem je

_A—pE /A p)?+4(k - p)
2

(6.3)

7,8
in

-1 n (n—=1)(p—X) —2k

2 2/ -2+ Ak —p)
glej van Lint in Wilson [31, Theorem 21.1]. Lastni vrednosti 7 in s sta celostevilski,
razen v primeru, ko je f = g = (n—1)/2 (v tem primeru grafu G pravimo konferencni
graf).

n
fag:

(6.4)

Ekvitabilno particijo vozlis¢ grafa H, podano v lemi 6.1.3, bolj natan¢no prikazemo
na sliki 6.2.

Pokazimo sedaj naslednji izrek, ki nam bo podal potreben in zadosten pogoj, da
je graf H razdaljno-regularen.

Izrek 6.3.1 Naj bo G povezan krepko regularen graf s parametri (n,k, A\, p) in naj
bo H graf dobljen iz grafa G s pomodéjo konstrukcije 6.1.1. Potem veljata nasledngi
trditvi:

95



PREMER 2

k=

n—k-4
o
(v,1)

k-

Slika 6.2: Ekvitabilna particija vozli¢ grafa H v primeru, ko je premer grafa G enak 2.

(i) Graf H je antipoden graf indeksa 2 in premera 3.

(ii) Graf H je razdaljno-regularen natanko takrat, ko je

(k—p)(k—2p—-1)

A=
k—2u

V primeru, ko je H razdaljno-reqularen, je k—2u # 0, presec¢no Stevilo a1 grafa
H pa je enako n — 2k + 2.

Doxkaz. Naj bo (v,7) poljubno vozlisée grafa H.

(i) S slike 6.2 se ni tezko prepricati, da je vozlis¢e (v, + 1) na razdalji 3 od vozlisca
(v,4). Vsa ostala vozliséa grafa H so od (v, %) oddaljena za manj kot 3. To pa seveda
pomeni, da je premer grafa H enak 3 in da je graf H antipoden graf indeksa 2.

(ii) Naj bo (u,j) € H(v,i). Ker ima razdaljna particija grafa H glede na vozlisce
(v,1) enake parametre kot razdaljna particija grafa H glede na vozlisce (v,7+ 1) (glej
sliko 6.2), jo lahko predstavimo na sliki 6.3. Graf H je torej razdaljno-regularen
natanko takrat, ko obstaja prese¢no Stevilo a1, saj je v tem primeru by = by —a; — 1.
Torej natanko takrat, ko Stevilo sosedov, ki jih ima vozlisce (u,j) v mnozici H(v,1),
ni odvisno od izbire vozlisé (v,4) in (u,7). Ce je i = j, potem ima vozlidée (u,j) v
H(v,4) natanko A +n — 2k + X = n — 2k + 2 sosedov. Ce pa je j = i + 1, potem ima
vozlisée (u,j) v H(v,i) natanko k — p + k — p = 2(k — p) sosedov. Graf H je torej
razdaljno-regularen natanko takrat, ko je a1 = n — 2k + 2\ = 2(k — u), torej natanko
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a, a,

.bo=n—1 1mb1 blml b0=n—1.

Slika 6.3: Razdaljna particija vozlis¢ grafa H v primeru, ko je premer grafa G enak 2.

takrat, ko je
n =22k — X\ —p). (6.5)

Pokazimo najprej, da je v tem primeru k — 2u # 0. Ce bi bilo k& = 2u in bi bil graf
H razdaljno-regularen, potem iz enacbe (6.5) dobimo n = 2(3u — A), iz enakosti (6.2)
pan =2(3u — A) — 1. To pa je seveda protislovje.

Ce pa je k —2u # 0, potem z upostevanjem enacbe (6.2) iz (6.5) dobimo

_ (k—p)(k—2p—1)
A= k—2u

. (6.6)

Izrek je tako dokazan. |

Opomba: Antipodnim razdaljno-regularnim grafom premera 3 in indeksa 2 pravimo
tudi Taylorjevi grafi, glej Brouwer, Cohen in Neumaier [4, Section 1.5].

Posledica 6.3.2 Naj bo G povezan krepko regularen graf s parametri (n,k,\,p), za
katerega velja A = (k — p)(k — 2u — 1) /(k — 2p). Naj bosta r in s (r > s) netrivialni
lastni vrednosti grafa G. Potem veljajo naslednje trditve:

(i) Razdaljno-regularen graf H, dobljen iz grafa G s pomodéjo konstrukcije 6.1.1,
1ma presecno tabelo

{fn—1,2(k —A—1),;1,2(k = A—1),n — 1}.

(ii) Stevilo k — 2y deli stevili k in p.
(iii) Naj bo 01 =k —2p in 62 = (u — k)/(k — 2u). Potem je {r,s} = {601,02}.
(iV) n= —2(01 —|—92—{-20192), k= —91(1—{-202), A= —92(01 — 1) m = —91(92 + 1).

DoxkAz. (i) Stopnja grafa H je enaka by(H) = k1(G) + k2(G) = n— 1. Po izreku 6.3.1
je presecno Stevilo a1 (H) enako n — 2k + 2. Torej je b1(H) = bo(H) —a1(H) — 1=
n—1—-n+2k—2XA—1=2(k—A—1). Ker pa je graf H antipoden razdaljno-regularen
graf indeksa 2, je co = by ter by =¢; = 1.

(ii) Ker je X celo stevilo, iz enacbe (6.6) dobimo, da k—2y deli §tevilo (k—pu) (k—2p—1).
Ker pa sta stevili £k — 2u in k — 2 — 1 tuji, mora k — 2u deliti Stevilo £ — p. Zato
k — 2u deli tudi stevilo k — p — (k — 2u) = p. Zaradi tega pa mora k — 2 deliti tudi
Stevilo k.
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(iii) V formuli (6.3) upostevamo A = (k — u)(k — 2u — 1) /(k — 2p) in dobimo Zzeljeni
rezultat.

(iv) Formuli za k in g dobimo neposredno iz tocke (iii), medtem ko formulo za A
dobimo iz enacbe (6.6) in tocke (iii). Formulo za n naposled dobimo iz enakosti (6.2).

Poglejmo si sedaj nekaj najmanjsih primerov krepko regularnih grafov (glede na
stevilo vozlise), katerih parametri ustrezajo pogoju izreka 6.3.1.

1.

Petersenov graf je krepko regularen graf s parametri (10, 3,0,1). S konstrukcijo
6.1.1 iz njega dobimo razdaljno-regularen graf s prese¢no tabelo {9,4,1;1,4, 9},
torej Johnsonov graf J(6,3) (Brouwer, Cohen in Neumaier [4, Section 9.1]).
Isti graf dobimo s konstrukcijo 6.1.1 iz komplementa Petersenovega grafa, torej
trikotniskega grafa T'(5)s parametri (10,6, 3,4), ki je izomorfen Johnsonovemu
grafu J(5,2).

. Iz Clebschevega grafa (glej van Lint in Wilson [31, Example 21.4]) s parametri

(16,5,0,2), komplementa Shrikhandejevega grafa s parametri (16,9, 4,6) (ki
ga lahko dobimo kot Cayleyev graf grupe Z4 x Z4 glede na Cayleyevo mnoZico
{£(1,0),%(0,1),£(1,1)}) in iz komplementa Hammingovega grafa H(2,4) s
parametri (16, 9,4, 6) (glej Brouwer, Cohen in Neumaier [4, Section 9.2]) dobimo
enoli¢no doloten razdaljno-regularen graf s preseénimi §tevili {15, 8, 1;1,8,15}.

. Iz komplementa Clebschevega grafa s parametri (16, 10, 6,6), Shrikhandejevega

grafa s parametri (16,6, 2,2) in iz Hammingovega grafa H(2,4) s parametri
(16,6,2,2) dobimo enoli¢no dolo¢en razdaljno-regularen graf s prese¢nimi stevili
{15,6,1;1,6, 15}.

. Iz blotnega grafa Steinerjevega sistema S(2,3,13) s parametri (26, 10, 3,4) do-

bimo razdaljno-regularen graf s prese¢no tabelo {25,12,1;1,12,25}. Graf z isto
presecno tabelo dobimo tudi iz komplementa bloCnega grafa Steinerjevega sis-
tema S(2,3,13).

Iz trikotniskega grafa T'(8) (torej iz Johnsonovega grafa J(8,2)) s parametri
(28,12,6,4) dobimo razdaljno-regularen graf s presetno tabelo {27,10,1;1, 10,
27}. Iz komplementa trikotniskega grafa T'(8) pa dobimo razdaljno-regularen
graf s prese¢no tabelo {27,16,1;1,16,27}.

. Iz krepko regularnih grafov s parametri (36,14,4,6) dobimo s konstrukcijo

6.1.1 razdaljno-regularne grafe s presetno tabelo {35,18,1;1,18,35}. Iz kom-
plementov teh grafov pa dobimo s konstrukcijo 6.1.1 razdaljno-regularne grafe
s prese¢no tabelo {35,16,1;1,16,35}.

Iz krepko regularnega grafa s parametri (36,15,6,6), ki ga lahko dobimo kot
Cayleyev graf grupe Zg x Zg glede na Cayleyevo mnozico {(4,0), (0,1), (i,4) | ¢ €
Zg\{0}}, dobimo razdaljno-regularen graf s prese¢no tabelo {35,16,1;1,16,35}.
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Iz komplementa tega krepko regularnega grafa pa dobimo razdaljno-regularen
graf s prese¢no tabelo {35,18,1;1,18,35}.

Razdelek zakljucimo z naslednjimi komentarji. Ni se tezko prepricati, da ce
parametri krepko regularnega grafa G zadostajo enacbi (6.6), potem tej enaébi za-
do§éajo tudi parametri komplementa grafa G. Toda, kot pokazejo primeri 2, 3, 5 in
6, iz grafa G in njegovega komplementa v splosnem ne dobimo izomorfnih razdaljno-
regularnih grafov. Lahko se namre¢ prepricamo, da ¢e s konstrukcijo 6.1.1 dobimo
iz krepko regularnega grafa G graf H, potem iz komplementa grafa G dobimo drugi
razdaljni graf grafa H (to je graf z isto mnozico vozlis¢ kot H, v katerem pa sta
vozlis¢i povezani natanko takrat, ko sta v grafu H na razdalji 2).

Po drugi strani pa lahko s konstrukcijo 6.1.1 dobimo izomorfen graf iz neizomorfnih
krepko regularnih grafov. Naprimer, komplement Clebschevega grafa in Shrikhande-
jev graf sta neizomorfna (saj imata razliéni stopnji), iz obeh pa dobimo enoli¢no
dolocen razdaljno-regularen graf s prese¢no tabelo {15,6,1;1,6,15}.

6.4 Premer 3

V tem razdelku bomo privzeli, da je premer razdaljno-regularnega grafa G enak 3. Naj
bo {bg, b1, b2;1,c2,c3} njegova preseéna tabela, H pa graf, ki ga iz grafa G dobimo
s pomocjo konstrukcije 6.1.1. Naj bo (v,i) poljubno vozlisée grafa H. Ze v lemi
6.1.3 smo pokazali, da je particija vozlis¢ grafa H, ki je predstavljena na sliki 6.4,
ekvitabilna, ter da njeni parametri niso odvisni od izbire vozlis¢a (v, 1).

Pokazimo sedaj naslednjo lemo.

Lema 6.4.1 Naj bo G razdaljno-regularen graf premera 3, graf H pa dobljen iz grafa
G s pomoéjo konstrukcije 6.1.1. Ce je graf H razdaljno-regularen, potem je presecno
stevilo p35 grafa G enako 0. Graf H je v tem primeru antipoden graf indeksa 2, njegov
premer pa je enak 4.

DokAZ. Predpostavimo, da je p3; # 0 in da je graf H razdaljno-regularen ter
poskuSajmo priti do protislovja. Naj bo v poljubno vozlisce grafa G. Premer grafa
H je v tem preimeru enak 3 in

H;(v,0) = Gi(v) U{(v, 1)},

glej sliko 6.4. Torej ima vozlisée (v, 1) natanko by sosedov v H3(v,0), vsako drugo
vozlisée iz H3(v,0) pa ima natanko a; + 1 sosedov v H3(v,0). Ker je Gi(v) # §), mora
torej veljati bg = 1 + a1. To pa seveda pomeni by = 0, protislovje!

Ce pa je p3; = 0, potem se ni tezko prepricati (glej sliko 6.4), da je premer grafa
H enak 4. Ker pa je vozlis¢e (v,i + 1) edino vozlisée grafa H, ki je od vozliséa (v, 1)
oddaljeno za 4, je graf H antipoden indeksa 2. [ |

Naslednji izrek sta prva dokazala Martin in Munemasa. V dokazu sta uporabila
algebrai¢ni pristop. Podali bomo neodvisen dokaz tega izreka, v dokazu pa bomo
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ai d» ds
(V,O) bo 1 b, C, b. Cs
® G G: G:
Ks
1
1 K,
1 1 1
63 C3 b2 G2 C2 b1 Gl l bO .(V'l)
as a a,

Slika 6.4: Ekvitabilna particija vozlis¢ grafa H v primeru, ko je premer grafa G enak 3.
Povezave med mnozicama G? in G obstajajo natanko takrat, ko je presec¢no stevilo P, grafa
G razlitno od 0. Torej med mnozicama GY in G ni povezav, ¢e je j + £ < 3.

uporabili kombinatori¢en pristop. Izrek bomo namre¢ dokazali s pomocjo ekvitabilnih
particij, ki mo¢no spominjajo na ekvitabilne particije 1-homogenih grafov.

Izrek 6.4.2 (B. Martin in A. Munemasa) Naj bo G razdaljno-regularen graf premera
3, s presecnim Stevilom p3; = 0. Naj bo H graf dobljen iz grafa G s pomoéjo kon-
strukcije 6.1.1. Graf H je razdaljno-regularen natanko takrat, ko za prese¢na Stevila
grafa G veljata naslednji trditvi:

(ii) co 4 p35 = 2bs.

DokAz. Naj bo v poljubno vozli§ée grafa G. Ker je graf H antipoden indeksa 2 in
ker je particija njegovih vozlis¢ podana na sliki 6.4 ekvitabilna, je razdaljno-regularen
natanko takrat, ko veljata trditvi:

(i’) Stevilo sosedov, ki jih ima vozlidée (u, j) iz mnozice H(v,0) v mnozici H(v,0),
je neodvisno od izbire vozlis¢ (v,0) in (u, j).

(ii") Stevilo sosedov, ki jih ima vozlise (u, j) iz mnozice Hy(v,0) v mnozici H (v, 0),
je neodvisno od izbire vozlis¢ (v,0) in (u,j)-
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S slike 6.4 se ni tezko prepricati (ker je p3; = 0), da velja
H(v,0) = G}(v) UGj(v), Ha(v,0) = G5(v) UG5(v), Hz(v,0) = G3(v) UGi(v)
ter Hy(v,0) = {(v,1)}. Vsako vozlisée (u,0) € GY(v) ima v H(v,0) natanko

a3b1b2

1
a1+ p33 = a1+ erC3
sosedov. Vsako vozlisée (u,1) € Gi(v) pa ima v H(v,0) natanko a3 + p3; = 2a3
sosedov. Toc¢ka (i) torej velja natanko takrat, ko velja tocka (i). Podobno vidimo,
da tocka (ii’) velja natanko takrat, ko velja tocka (ii). Izrek je tako dokazan. |

Oglejmo si sedaj primera, ko je graf G antipoden ali dvodelen.

Lema 6.4.3 Naj bo G antipoden razdaljno-regularen graf premera 3, graf H pa naj
bo dobljen iz grafa G s pomocjo konstrukcije 6.1.1. Potem je H razdaljno-regularen
natanko takrat, ko je G izomorfen 3-kocki.

DoxkAz. Naj bo H razdaljno-regularen graf. Ker mora biti po lemi 6.4.1 presetno
Stevilo p§3 enako 0, je graf G antipoden indeksa 2. Prese¢no S§tevilo as je seveda
enako 0, zato po izreku 6.4.2(i) dobimo Se a; = 0. Ker pa je G antipoden indeksa
2, mora biti tudi a; = 0. Torej je G antipoden dvodelen graf s prese¢no tabelo
{bo,bp — 1,1;1,bp — 1,bp}. Ker pa je za antipodne grafe premera 3 seveda p§3 =0,
dobimo iz izreka 6.4.2(ii) Se by = 3. Graf G je torej 3-kocka.

Obratno, ¢e pa je G izomorfen 3-kocki, je graf H po izreku 6.2.1(i) izomorfen
4-kocki ter je zato razdaljno-regularen. Lema je tako dokazana. |

Lema 6.4.4 Naj bo G dvodelen razdaljno-regularen graf premera 3, graf H pa naj
bo dobljen iz grafa G s pomocjo konstrukcije 6.1.1. Potem je H razdaljno-regularen
natanko takrat, ko za presecéna Stevila grafa G velja

1
Cco = 5(4[)0 —144/1 +8[)0)

DoxkAz. Ker je G dvodelen, je presecéno stevilo p3; enako 0, pogoj (i) izreka 6.4.2
pa je prav tako izpolnjen. Torej je graf H razdaljno-regularen natanko takrat, ko je
co + p3; = 2by. Ker pa je G dvodelen, je p3; = k3 — be. Pogoj (ii) izreka 6.4.2 se torej
prevede v

4¢3 + co(1 — 4bg) 4+ by(by — 1) = 0,

oziroma 1
co = §(4b0 —1++/1+ 8b0)
Lema je tako dokazana. [ |

Za konec razdelka navedimo nekaj primerov grafov (oziroma njihovih preseénih
tabel), za katere je iz njih konstruirani graf H razdaljno-regularen. Ce je graf
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G primitiven ter ima manj kot 1024 vozlis¢ (glej Brouwe, Cohen in Neumaier [4,
stran 425], potem ima G prese¢no tabelo {12,6,2;1,4,9}, ali {21,10,3;1,6,15}, ali
{60,45,8:1,12,50}, ali {69,56,10;1, 14,60}, ali {78,50,9,1,15,60}, ali {110,81,12;
1,18,90}, ali {119,96,18;1,16,102}, ali pa {174,110,18;1,30,132}. Prvi dve tabeli
pripadata Johnsonovemu grafu J(7,3) in poloviéni 7-kocki (glej razdelek 6.2). Dokaz
obstoja grafa s presetno tabelo {110,81,12;1,18,90} je podal Soicher v [44], ni pa
znano, ali je ta graf s svojo presecno tabelo enoli¢no dolo¢en. S konstrukcijo 6.1.1 iz
tega grafa dobimo Meiznerjev graf s preseéno tabelo {176,135,24,1;1,24,135,176}
(glej Martin in Munemasa [32]). Obstoj ostalih grafov Se ni znan. Zanimivo je,
da se dajo vse zgoraj naStete presecne tabele parametrizirati z dvema parametroma
p,qg €N

{(pq +r+9e+1) p+1)+2)(¢—1) (P+aq , (P+a(e+2) (p+1glg+1)
2 ’ 2 ’ 4 ’ 4 ’ 2

Grafi, ki jih iz njih dobimo s konstrukcijo 6.1.1 pa so tako imenovani tesni grafi
premera 4, oziroma ¢lani druzine AT4(p, q,2) (glej Jurisi¢, Koolen in Terwilliger [25]
in Jurisi¢ in Koolen [22]).

1, }.

Ce je graf G antipoden, potem nam lema 6.4.3 pove, da je graf G izomorfen
3-kocka. S pomocjo konstrukcije 6.1.1 dobimo iz njega 4-kocko.

Ce pa je graf G dvodelen, potem lahko njegova presecna stevila parametriziramo
7z enim samim parametrom. Namre¢, po lemi 6.4.4 mora biti /1 + 8by celo stevilo.
Zato je by = t(t + 1)/2 za neko naravno stevilo t, ¢ > 2. Ce je t sod, potem je
co = t(t + 2)/4, ¢e pa je t lih, je co = (¢t + 1)(t — 1)/4. Ker je by = by — 1,
by = by — ¢, c1 = 1 in c3 = by, so tudi vsa ostala presecna Stevila parametrizirana s
parametrom ¢. Za t = 2 je graf G izomorfen 3-kocki, iz njega pa s konstrukcijo 6.1.1
dobimo 4-kocko. Za t = 3 je graf G izomorfen razdaljno-regularnemu grafu s presec¢no
tabelo {6,5,4;1,2,6}, to je antipodnemu kvocientu 6-kocke. Iz njega s konstrukcijo
6.1.1 dobimo razdaljno-regularen grafs presetno tabelo {16,15,8,1;1,8,15,16}, torej
Hadamardov graf. Razdaljno-regularen graf z isto presecno tabelo dobimo s kon-
strukcijo 6.1.1 tudi iz blo¢nega grafa 2-(16,10,6) nacrta, katerega presecno tabelo
{10,9,4;1,6,10} dobimo za ¢t = 4.

6.5 Premer 4

Za konec si oglejmo Se primer, ko je premer grafa G enak 4. Naj bo presecna tabela
grafa G enaka {bg,b1,be,b3;1,co,c3,c4} in naj bo H graf, ki ga dobimo iz grafa G s
pomocjo konstrukcije 6.1.1. Ekvitabilna particija vozlis¢ grafa H, ki smo jo opisali v
lemi 6.1.3, je podana na sliki 6.5.
Najprej pokazimo naslednjo lemo.

Lema 6.5.1 Naj bo G razdaljno-regularen graf premera 4, graf H pa dobljen iz grafa
G s pomocjo konstrukcije 6.1.1. Ce je graf H razdaljno-regularen, potem sta presecni
stevili p3, in p3, grafa G enaki 0, graf H je antipoden graf indeksa 2, njegov premer
pa je enak 5.



PREMER 4

Slika 6.5: Graf H v primeru, ko je premer grafa G enak 4. Povezave med mnoZicama G?

in G} obstajajo natanko takrat, ko je prese¢no Stevilo pie grafa G razli¢no od 0. Torej med
mnozicama GY in Gy ni povezav, e je j + £ < 4.

DokAz. Naj bow € VG. Trditev, da sta preseéni stevili p}, in p3, grafa G enaki 0,
bomo dokazali s protisloviem. Dokaz bomo razdelili na tri primere.
Primer 1: p}, # 0 in p}, # 0. V tem primeru je

Hj(v,0) = G3(v) UG1(v) U{(v,1)}.

Vozlisée (v, 1) ima zato by sosedov v Hz(v,0), poljubno vozliée iz G3(v) # 0 pa ima
v H3(v,0) natanko ag + co sosedov. Ce je H razdaljno-regularen, mora torej veljati
by = ag + co. Vendar to pomeni by = 0, kar pa je seveda pritislovje.

Primer 2: pil # 0 in pf’M = (. Tokrat imamo
Hy(0,0) = G3(v) U Gh(v) U G (v) U {(v, 1)}.

Vozlisée (v, 1) ima zato by sosedov v Hz(v,0), poljubno vozliée iz Gi(v) # 0 pa ima
1+ ay + by + pi, sosedov v Hs(v,0). Ce je H razdaljno-regularen, mora seveda, veljati
bo = 1+a1+b1+pi,, to pa seveda pomeni pi, = 0. Vendar pa potem iz pi, = (k3bs/k)
sledi b3 = 0, kar pa je seveda protislovje.

Primer 3: p}, =0 in p}, # 0. V tem primeru je
H3(v,0) = Gi(v) UG3(v) UGL(v) in  Hi(v,0) = {(v;1)}.

Toda sedaj pa poljubno vozlisée iz G3(v) # ) nima nobenega soseda v Hy(v,0), torej
graf H ne more biti razdaljno-regularen.

Naj bo (v,7) poljubno vozlisce grafa H. S slike 6.2 se ni tezko prepricati, da je
vozlisée (v, + 1) na razdalji 5 od vozliséa (v,i). Vsa ostala vozlis¢a grafa H so od
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(v,i) oddaljena za manj kot 5. To pa seveda pomeni, da je premer grafa H enak 5,
ter da je graf H antipoden graf indeksa 2. Lema je tako dokazana. [ |

Naslednji izrek dokazemo na podoben nacin kot izrek 6.4.2, zato bomo podali samo
skico dokaza.

Izrek 6.5.2 Naj bo G razdaljno-reqularen graf premera 4 in s preseénima Steviloma
p34 =p3, = 0. Naj bo H graf dobljen iz grafa G s pomocjo konstrukcije 6.1.1. Graf H
je razdaljno-regularen natanko takrat, ko za preseéna stevila grafa G veljajo naslednje
trditve:

(ii) co + p3, = 2b3,

(i) a3 + babs(as + az — a1) — s+ bs(as + a3z — al)_
C2C3 C2

SKICA DOKAZA. Naj bo (v,4) poljubno vozlisée grafa H. Ker je po lemi 6.5.1 graf H
antipoden graf indeksa 2 in ker ima razdaljna particija glede na vozlisée (v,:) enake
parametre kot razdaljna particija glede na vozlisée (v,i + 1), je graf H razdaljno-
regularen natanko tedaj, ko veljajo naslednje trditve:

(i) stevilo sosedov, ki jih ima vozlisée (u, j) iz mnozice H(v,%) v mnozici H(v,4) ni
odvisno od izbire vozli§¢ (v,7) in (u, j),

(ii’) Stevilo sosedov, ki jih ima vozlis¢e (u,j) iz mnozice Ho(v,i) v mnozici H (v,1)
ni odvisno od izbire vozlis¢ (v,4) in (u, j),

(iii’) 8tevilo sosedov, ki jih ima vozlisée (u,7) iz mnozice Hy(v,i) v mnozici Ho(v,1)
ni odvisno od izbire vozlis¢ (v,4) in (u, j).

Ker pa je H(v,i) = GY(v) U Gi(v) in Ha(v,i) = GY(v) U Gi(v) se s pomoéjo leme
6.1.3 ni tezko prepricati, da je tocka (i’) ekvivalentna tocki (i), tocka (ii’) ekvivalentna
tocki (ii), ter tocka (iii’) ekvivalentna tocki (iii). |

Kot v prej$njem razdelku si tudi tukaj poglejmo primera, ko je graf G antipoden in
dvodelen.

Lema 6.5.3 Naj bo G antipoden razdaljno-regularen graf premera 4, graf H pa naj
bo dobljen iz grafa G s pomocjo konstrukcije 6.1.1. Potem je H razdaljno-regularen
natanko takrat, ko je G izomorfen 4-kocki.

DOKAZ. Predpostavimo, da je graf H razdaljno-regularen. Po lemi 6.5.1 je p4, = 0,
kar pomeni, da je indeks grafa G enak 2. Ker je G antipoden, je seveda tudi p3, = 0.
Presetno stevilo a4 grafa G je seveda enako 0, zato iz izreka 6.5.2(i) dobimo tudi a; =
0. Ker pa je G antipoden, mora biti tudi as = 0. Toda sedaj pa iz izreka 6.5.2 dobimo
e ag = 0. Torej je presecna tabela grafa G enaka {2cq,2c2—1,¢2,1;1, ¢c2,2c0 —1,2¢2 },
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saj je by = ag + by + co = 2¢y. Ker je graf G antipoden, je seveda tudi presetno §tevilo
p3, enako 0. Iz tocke (ii) izreka 6.5.2 pa tako naposled dobimo cp = 2.

Privzemimo sedaj, da je graf G izomorfen 4-kocki. Po izreku 6.2.1(i) je graf H
izomorfen 5-kocki in je zato razdaljno-regularen. [ |

Lema 6.5.4 Naj bo G dvodelen razdaljno-reqularen graf premera 4, graf H pa naj
bo dobljen iz grafa G s pomocjo konstrukcije 6.1.1. Potem je H razdaljno-regularen
natanko takrat, ko za presecna Stevila grafa G velja

pil:() n  cy +pi4:2b3.

DoxkAz. Ker je G dvodelen, je p3, = 0, edini netrivialen pogoj iz izreka 6.5.2 pa je
2 _

Za konec si zopet oglejmo nekaj primerov. Edina primitivna grafa premera 4, ki
zadoSCata vsem pogojem leme 6.5.1 in izreka 6.5.2 ter imata manj kot 4096 vozlisc,
sta Johnsonov graf J(9,4) ter poloviéna 9-kocka (glej Brouwer, Cohen in Neumaier
[4, stran 419]). Iz Johnsonovega grafa J(9,4) dobimo s konstrukcijo 6.1.1 Johnsonov
graf J(10,5), iz poloviéne 9-kocke pa poloviéno 10-kocko (glej razdelek 6.2).

Ce je graf G antipoden, potem nam lema 6.5.3 pove, da G izomorfen 4-kocki, graf
HG@, ki ga iz G dobimo s konstrukcijo 6.1.1, pa je izomorfen 5-kocki.

Ce pa je graf G dvodelen, potem med razdaljno-regularnimi grafi z manj kot 4096 vo-
zli§¢i samo ¢lani neskonéne druZzine s presecnimi §tevili podanimiz by = 3(?) + (m; 1),
co = (g‘) —lincgy = 3(?), kjer je m naravno Stevilo veéje ali enako 3, zado§¢ajo obema
pogojema leme 6.5.4 (glej Brouwer, Cohen in Neumaier [5, stran 43]). Za m = 3 je
dobljeni graf 4-kocka, za m = 4 pa dobimo enoli¢no dolocen razdaljno-regularen graf
s presecno tabelo {15,14,10,3;1,5,12,15} (glej Brouwer, Cohen in Neumaier [4, Sec-
tion 13.1]). Graf, ki ga iz njega dobimo s pomo¢jo konstrukcije 6.1.1 pa je dvojni krov
Higman-Simsovega grafa, to je graf s prese¢no tabelo {22,21,16,6,1;1,6,16,21,22}.
Grafi z zgoraj opisano presecno tabelo za m > 5 zaenkrat Se niso znani.

Na podoben nagin kot smo to storili v razdelkih 6.4 in 6.5, bi lahko raziskovali tudi

razdaljno-regularne grafe vecjih premerov. Ker pa se Stevilo pogojev na presetna
Stevila poveCuje, je primerov, razen tistih opisanih v razdelku 6.2, vedno manj.
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Dodatek A
Definicije

V tem poglavju bomo definirali nekatere pojme in objekte, ki jih uporabljamo oziroma
omenjamo v tej disertaciji. Za podrobnejSo obravnavo le-teh bralcu priporofamo
knjigi Diestel [14] ter van Lint in Wilson [31].

Paru I'(V, E), kjer je V kon¢na mnozica in E neka mnozica dvoelementnih podmnozic
mnozice V', pravimo graf. Mnozici V = VT pravimo mnozica vozlis¢ grafa I', mnozici
E = ET pa mnozica povezav grafa T'. Ce je mnozica {z,y} povezava grafa I, potem
pravimo, da sta vozliséi = in y sosednji oziroma povezani v grafu T'. Ce sta poljubni
dve vozlis¢i grafa I' sosednji, potem graf I imenujemo poln graf. Graf I' je dvodelen,
Ce obstajata mmnozici Vi in V3, za kateri velja V; UV, =V in V4 NV, = (), poljubni
Naj bosta I' = (V,E) in I = (V', E') poljubna grafa. Pravimo, da sta grafa T' in
I izomorfna, ¢e obstaja taka bijekcija ¢ : V. — V', za katero velja, da je {z,y}
povezava grafa I' natanko takrat, ko je {¢(z), ¢(y)} povezava grafa I''. Preslikavi ¢
pravimo izomorfizem grafov T' in I'. Ce je T = I", potem preslikavo ¢ imenujemo
avtomorfizem grafa I'. Graf I' je tranzitiven po vozlis¢ih, Ce za poljubni vozlis¢i z in
y grafa [’ obstaja tak avtomorfizem ¢, da je p(z) = y.

Naj bo I' = (V,E) graf na n vozlis¢ih. Matrika sosednosti grafa T' je matrika A
dimenzije n X n, ki je indeksirana z vozli§¢i grafa I' in definirana z

1 if {z,y} € E,
(A)wy = (:v,y S V).
0 if {z,y} ¢ E

Stevilo 8 je lastna vrednost grafa T' z veckratnostjo my, ¢e je lastna vrednost njegove
matrike sosednosti in je njena veckratnost enaka my.

Naj bo V! CV in E' C E ter z,y € V' za vsak {z,y} € E'. Graf I" = (V', E') je
podgraf grafa T' = (V, E). Ce graf I vsebuje vse povezave {z,y} € E, za katere je
z,y € V', potem graf I’ imenujemo inducirani podgraf grafa T'. Pravimo tudi, da je
podgraf I induciran z mnozico V'. Podgrafu grafa I, ki je izomorfen polnemu grafu,
pravimo klika grafa I'.

107



108

DEFINICIJE

Komplement grafa I' = (V,E) je graf T = (V,E), kjer je V. = V in {z,y} € E
natanko takrat, ko {z,y} ¢ E.

Naj bo I' = (V, E) graf. Stopnja vozlisca z € V je stevilo sosedov vozlisca z. Ce
imajo vsa vozlis€a grafa I' enako stopnjo k, potem pravimo, da je graf I' regularen s
stopnjo k. Regularnim grafom s stopnjo 3 véasih pravimo tudi kubicéni grafi.

Graf I' = (V', E') je 1-faktor grafa T = (V, E), e je graf I regularen stopnje 1 in je
vV=Vv.

Naj bo n poljubno naravno §tevilo, n > 2. Graf P, = (V, E), kjer je V = {z1,...,z,}
in E = {{z1, 22}, {z2,23},...,{Tn-1,2n}}, se imenuje pot dolzine n. Pravimo tudi,
da je P, pot med z; in z,, oziroma, da sta vozli§¢i z; in z, povezani s potjo.
Naj bo sedaj n > 3. Graf C, = (V',E'), kjer je V! = {z1,...,2,} in E' =
{{z1,z2},{z2, 23}, .-, {Zn_1,2n},{xn,z1}}, se imenuje cikel dolzine n. Trikotnik
v grafu I je podgraf grafa I, ki je izomorfen grafu C3. Petkotnik v grafu I" je podgraf
grafa ', ki je izomorfen grafu Cs.

Graf ' = (V, E) je povezan, ¢e sta poljubni njegovi vozlis¢i = in y povezani s potjo,
ki je podgraf grafa I'. Razdalja med vozliséema z in y povezanega grafa I' je dolzina
najkrajSe poti v grafu I', ki povezuje vozlis¢i x in y. Razdaljo med vozliséema z
in y oznatujemo z 9(z,y). Premer d povezanega grafa I' = (V, E) je definiran z
d = max{0(z,y) | z,y € V}. Naj bo z vozliste grafa I' in ¢ poljubno nenegativno
celo §tevilo. Z T';(z) bomo oznagili mnozico tistih vozlis¢ grafa I', ki so na razdalji
od vozliséa z. Seveda je T';(z) = 0 za i > d, kjer je d premer grafa I'. Mnozico vseh
sosedov vozlis¢a x, torej mnozico I'1 (z), bomo na kratko oznacevali z I'(x).

Graf T premera d je razdaljno-tranzitiven, ¢e za poljubna urejena para (z,y) in (21, y1)
vozlis¢ grafa T, za katera velja d(x,y) = d(z1,y1), obstaja tak avtomorfizem ¢ grafa
T, za katerega je p(z) = z1 in p(y) = 1.

Naj bo d poljubno naravno stevilo, d > 2. Naj bo V mnozica vseh zaporedij dolzine
d, ki so sestavljena iz elementov 0 in 1. Graf I" z mnozico vozlis¢ V, v katerem sta
dve vozlis¢i sosednji natanko takrat, ko se ustrezni zaporedji razlikujeta na natanko
enem mestu, se imenuje d-dimenzionalna kocka, oziroma na kratko d-kocka.

Incidencéna struktura je trojica S = (P, B, I), kjer je
(i) P mnozica, katere elementi se imenujejo tocke,
(ii) B mnozica, katere elementi se imenujejo bloks,
(iii) I incidencna relacija med P in B, torej I C P x B.
Steinerjev sistem S(t,k,v) je inciden¢na struktura S = (P, B, I), za katero velja
(i) [P =,
(ii) |B| =k za vsak B € B,

(iii) za vsako mnozico T C P, za katero je |T| = ¢, obstaja natanko en blok B, za
katerega je (x,B) € I za vsak ¢ € T.
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Naj bo § = (P, B, I) Steinerjev sistem S(t,k,v). Blo¢ni graf Steinerjevega sistema
S(t,k,v) je graf, katerega mnozica vozlis¢ je B, dve vozli§¢i pa sta povezani natanko
takrat, ko je presek ustreznih blokov neprazen.
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