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Povzetek

V tem delu se bomo ukvarjali s konvolucijskimi kodami, ki sodijo v razred kod za
odpravljange napak pri prenosu podatkov preko digitalnih komunikacijskih kanalov.
Nythova nagbolj odlikovana lastnost je izjemna ucinkovitost pri odpravljanju naklju-
¢no porazdeljenth napak. Konvolucijske kode bomo najprej definirali v ustreznem
matematicnem okolju. Nato si bomo podrobneje ogledali njihove generatorske ma-
trike in poiskali matricne lastnosti, ki so kljucne za ucinkovito vpeljavo strojnih in
programskih kodirnih resitev. Zakljucili bomo s predstavitvijo Viterbijevega algoritma
za odkodirange konvolucijskih kod ter z izpeljavo zgornjih meja za nastop bitnih in
grozdnih napak pri odkodiranju. Dodatno bomo predstavili osnove digitalnih komuni-
kacijskih sistemov in nekatere najbolj odmevne uporabe konvolucijskih kod v praksi.

Klju¢éne besede: pomicni register, konvolucijska koda, generatorska ma-
trika, Viterbijev algoritem, verjetnost grozdne napake, verjetnost bitne
napake
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PROGRAM DIPLOMSKEGA DELA

Delo naj predstavi matemati¢ne osnove, potrebne za razumevanje konvolucijskih
kod. Le-te so izjemno uporabne za odpravljanje naklju¢nih napak, ki se pojavijo pri

prenosu podatkov.
Glavni cilji so
(a) predstavitev konvolucijskih kod kot linearnih kod,
(b) pregled osnovnih lastnosti njihovih generatorskih matrik, ter

(c) predstavitev Viterbijevega odkodirnega algoritma z ocenami verjetnosti napak.
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UVOD

Kode za odpravljanje napak naj bi zascitile digitalne podatke pred napakami, ki se
pojavljajo pri prenosu podatkov prek komunikacijskih kanalov ali shranjevanju na
nezanesljive objekte (raunalniski spomin, trdi diski, ipd). To je posebej pomembno,
ker smo v zadnjih nekaj letih price velikemu porastu koli¢in prenesenih podatkov
kot tudi hitrosti pri njihovem shranjevanju in nenazadnje tudi izrednemu razvoju
mikroelektronike. Od tod tudi potreba po cedalje zanesljivejSih in ucinkovitejsih
algoritmih za preprecevanje napak.

P. Elias leta 1955 predstavi osnovne teoreticne koncepte konvolucijskih kod, njihova
uporabnost pa pride do izraza v zadnjih dvajsetih letih, torej obdobju, v katerem
se zacne mnozicna uporaba tako mobilnih telefonov na podrocju telekomunikacij
kot tudi kompaktnih diskov na podroc¢ju racunalnistva in glasbene industrije. Drugi
pomemben mejnik v razvoju konvolucijskih kod predstavlja leto 1967, ko Viterbi ob-
javi svoj algoritem za odkodiranje, ki ga razvije kot tehniko dokazovanja med svojim
matematicnim raziskovanjem teorije kodiranja. Kmalu zatem pa Forney uporabi
mrezno predstavitev konvolucijskih kod, s katero postane Viterbijev algoritem lahko
razumljiv tudi za SirSe mnozice.

Konvolucijske kode danes skupaj z blocnimi kodami predstavljajo napogosteje upo-
rabljane tehnike teorije kodiranja, ki zagotavljajo varen prenos in celovitost prenese-
nih ali shranjenih podatkov. Klju¢ne prednosti konvolucijskih kod lezijo v naslednjih
dejstvih:

(1) izjemna natan¢énost pri odpravljanju nakljuéno porazdeljenih napak,

(2) zmoznost izrabe celotne informacije pri uporabi postopkov t.i. mehkega odlo-
canja,

(3) nekonstantna dolzina kodnih besed,

(4) spomin kode oz. vpliv Ze procesiranih delov informacije na kodiranje trenutne
informacije.

V praksi konvolucijske kode ponavadi uporabljamo skupaj z blo¢nimi Reed-Solo-
monovimi kodami. Na ta nacin zdruzimo pozitivne lastnosti obeh vrst kod brez
opaznih stranskih uc¢inkov.

Cilj tega dela je predstaviti kljuéne koncepte konvolucijskih kod, ene izmed najpo-
membejsih tehnik teorije kodiranja in enega najbolj kljuénih zidakov med kodami
za odpravljanje napak. Za razumevanje okolja, v katerem te kode uporabljamo, si
bomo najprej ogledali nekaj osnovnih elementov digitalnih komunikacijskih siste-
mov. Temu bodo sledile osnovne definicije in izreki, ki jih bomo zaceli s pridom



izkoriscati takoj, ko se bomo poglobili v raziskovanje nase osrednje teme. Nato se
bomo seznanili s pomic¢nim registrom, ki je model za strojno izvedbo razlicnih tehnik
teorije kodiranja. Opremljeni z vsem omenjenim bomo konvolucijske kode vmestili v
ustrezno matematicno okolje, potem pa Se omenili nekaj koristnih graficnih predsta-
vitev, ki nam bodo v mnogocem olajsale razumevanje kljuénih konceptov. Sledil bo
podroben pregled v lastnosti generatorskih matrik, v katerem bomo izpeljali nekaj
kriterijev za ¢im ucinkovitejSe uresnicitve sicer popolnoma matematic¢nih objektov.
Da zaokrozimo na zacetku obljubljeno sliko osnov konvolucijskih kod bomo pred-
stavili Se Viterbijev algoritem za odkodiranje ter mu dodali ocene za zgornje meje
razlicnih vrst napak, s katerimi bomo dobili obcutek za ucinkovitost tega izredno
elegantnega postopka. Za zakljucek pa bomo omenili Se nekaj najodmevnejsih do-
godkov in podrocij, kjer so konvolucijske kode odigrale izjemno pomembno vlogo.



Poglavje 1

Kodirni digitalni komunikacijski
sistem

Teorija informacij temelji na dejstvu, da je vsa komunikacija v svoji osnovi digitalna,
torej sestavljena iz proizvajanja, prenasanja in sprejemanja naklju¢no izbranih bi-
narnih cifer - bitov. Pri prenosu bitov pa lahko vedno pricakujemo, da bodo nekateri
biti zaradi vpliva Suma in drugih dejavnikov preneSeni napacno.

1.1 Shannonov izrek

Leta 1948 je Claude E. Shannon v clanku Mathematical Theory of Communication
dokazal, da je s poljubno natancénostjo mogoce prenesti katerokoli koli¢ino podatkov
po kateremkoli komunikacijskem kanalu.

Shannon je najprej pokazal, da je problem prenasanja informacije od izvora prek
kanala do cilja mozno lo¢iti (brez izgube optimalnosti) v dva podproblema in sicer
na ucinkovito predstavitev izvornega izhoda kot zaporedja bitov (kodiranje izvora)
in prenos binarnih, sluc¢ajnih in neodvisnih bitov prek kanala (kodiranje kanala).
Spodnja slika prikazuje splosni digitalni komunikacijski kanal.

sum

Izvor Kodirnik Digitalni Odkodirnik cilj
kanal

Slika 1 - Splosni digitalni komunikacijski sistem

Z uporabo pravkar omenjenega Shannonovega loc¢itvenega principa lahko lo¢imo
kodirnik in odkodirnik, kot je prikazano na sliki
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Slika 2 - Digitalni komunikacijski sistem

To nam omogoca neodvisno implementacijo kodiranja izvora in kodiranja kanala
in nam hkrati dovoljuje uporabo istih komunikacijskih kanalov pri kodiranju in
prenasanju razlicnih informacij iz prav tako razli¢nih izvorov.

Shannonov izrek pravi, da je mozno vsaki komunikacijski kanal opisati z enim sa-
mim parametrom CY, ki mu pravimo kapaciteta kanala in da je prek takega kanala
mozno poljubno natancno prenesti R; naklju¢no izbranih bitov natanko takrat, ko
je Ry < (. Kolicino R; imenujemo informacijska stopnja. Shannon je prav tako
dokazal, da vrednost, ki opisuje kolicino Suma na dani signal, ni pomembna vse
dokler velja R; < C;. Pomemben je le na¢in, kako zakodiramo informacijske bite.
Pri tem seveda ne prenasamo posameznih bitov, ampak dolga zaporedja, zakodirana
tako, da ima vsak bit informacije vpliv na doloc¢eno koli¢ino bitov, prenesenih prek
kanala. Ta ideja je pomenila tudi rojstvo teorije kodiranja.

1.2 Digitalni komunikacijski sistem

Komunikacijski sistem povezuje izvor podatkov z uporabnikom podatkov preko neke-
ga kanala. Diskretni komunikacijski kanal lahko prenasa binarne simbole, simbole
abecede velikosti 2™ in celo simbole abecede velikosti ¢, kjer ¢ ni potenca Stevila 2.
Teorija digitalnih kombinacij nas uéi, da uporaba vecjih abeced (abeced z velikim
stevilom simbolov) prinese prihranek pri energetski uc¢inkovitosti komunikacijskega
sistema.

Pri sestavljanju komunikacijskega sistema je potrebno razviti naprave, ki pripravijo
kodni tok podatkov kot vhod za diskretni kanal in procesirajo izhodne podatke iz dis-
kretnega kanala tako, da uporabnik sistema lahko izluséi podatkovni tok (sporocilo).
Podatke znotraj komunikacijskega sistema najpogosteje prenasamo v obliki simbo-
lov - bytov - torej blokov osmih bitov. Bit je najmanjsi gradnik vsakega digitalnega



komunikacijskega sistema in ima vrednost 0 ali 1. Vc¢asih so simboli sestavljeni
tudi iz r, kjer r ni nujno 8. Izbira strukture simbolov znotraj sistema je razvidna
uporabniku, saj le-ta lahko spremlja kodiranje in odkodiranje na vhodu in izhodu.

Podatkovni tok je zaporedje podatkovnih simbolov na vhodu kodirnika. Kodni tok
je zaporedje kanalnih simbolov na izhodu kodirnika. Uporabniku se zdi, da je po
kanalu poslan podatkovni tok, ¢eprav je tok podatkov, ki jih prenasamo po kanalu
dejansko kodni tok.

Kodirnik preslika podatkovni tok v kodni tok. Tej preslikavi recemo koda. Med
najbolji uporabljanimi kodami srecamo dve vrsti. Prve so blo¢ne kode, druge pa
drevesne. Razlika med njimi je zasnovana na nacinu uporabe spomina oziroma po
tem, kako podatki, ki so ze v kodirniku, vplivajo na podatke, ki se Se morajo pojaviti
na vhodu kodirnika.

Digitalni kanal iz slike 2 je sestavljen iz modulatorja, kanala za prenos in demodu-
latorja. Naslednja slika nam to razbitje tudi nazorno pokaze.

4%% Modulator Vse_\lg%gi Demodul ator %
Analogni Analogni
signal signal

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

Slika 3 - Digitalni kanal

Ko pridejo podatki v komunikacijski sistem, jih najprej zakodiramo. Ponavadi je
kodirnik sestavljen iz dveh locenih komponent, kodirnika vhodnih podatkov in kanal-
nega kodirnika. Rezultatu kodiranja vhodnih podatkov pravimo izvorni kodni tok,
razultatu kanalnega kodiranja pa kanalni kodni tok. Slednji je ponavadi daljsi, saj s
seboj nosi doloceno koli¢ino dodatne informacije, potrebne za zascito in pravilno re-
konstrukcijo vhodnih podatkov. Kanalni kodni tok je potem poslan v modulator, ki
vsak simbol tega toka prevede v simbol neke kanalne abecede. Najpogosteje recemo,
da iz kodnega toka ustvarimo signal. Ta signal nato prenesemo prek kanala. Ker
je kanal izpostavljen razlicnim oblikam motenj, se lahko kanalni izhod razlikuje od
kanalnega vhoda. Kanalni izhod je najprej spuscen skozi demodulator, ki prejeti si-
gnal ponovno prevede nazaj v zaporedje kodnih simbolov. Temu zaporedju pravimo
prejeta ali zaznana beseda. Kanalni odkodirnik nato z uporabo dodatne informacije
popravi napake in vrne neko kodno besedo, ki jo s pomocjo izvornega odkodirnika
prevedemo v priblizek podatkovnega toka. Le-tega nato posredujemo uporabniku.



V prihodnjih razdelkih pa bomo poblize spoznali nekatere kljucne dele in principe
delovanja digitalnega komunikacijskega sistema.

1.3 Elementi digitalnega komunikacijskega
sistema

V tem razdelku bomo spoznali osnovne gradnike digitalnega komunikacijskega sis-
tema.

Vir in cilj podatkov

Podatki v binarni obliki nastanejo v viru podatkov. Informacijske simbole pona-
vadi posiljamo v obliki zaporedja, simbol za simbolom. Na ta na¢in dobimo t.i.
serijski sistem. Klju¢ni paramater je informacijska stopnja R, vira podatkov, ki
predstavlja minimalno stevilo bitov v sekundi, ki jih potrebujemo, da lahko pro-
izvedemo smiselen izhod iz vira. Zato poskusimo iz vira podatkov odstraniti vso
odvecno informacijo, ¢e je to le mogoce. 7Z nacini odstranjevanja odvecne informa-
cije iz vira podatkov se ukvarja teorija kodiranja podatkovnih virov. Te teorije se
tukaj ne bomo dotikali. Zato bomo predpostavili, da so binarne cifre generirane
iz vira podatkov statisticno neodvisne in enako verjetno zavzamejo mozne vredno-
sti ter nimajo redundance. Odkodirano informacijo na koncu poti posljemo na cilj
podatkov.

Kodirnik in odkodirnik kanala

Informacijsko zaporedje, generirano v viru podatkov, je procesirano v kodirniku
kanala, ki pretvori vhodno zaporedje k-tih simbolov v izhodno kodno zaporedje,
sestavljeno iz n simbolov. Kodno zaporedje vsebuje dolo¢eno koli¢ino redundancne
informacije. Informacijska stopnja prenosa, ki ga opravi kodirnik, je definirana kot
razmerje k/n in jo ponavadi oznacimo z R,.. Prejeto zaporedje posljemo skozi odko-
dirnik, ki s pomocjo redundancne informacije poskusi popraviti napake pri prenosu,
¢e je do teh prislo. Odkodirnik nato predstavi priblizek vhodnega informacijskega
zaporedja.

Modulator, prenosna pot in demodulator

Vsak kodirni digitalni komunikacijski sistem vsebuje modulator. Le-ta pretvori blok
kodnih simbolov v ustrezen koné¢no trajajoc signal s(t) in ga tako pripravi za prenos
prek kanala. Temu procesu pravimo modulacija. V splosnem rec¢emo, da modulator
tipa M bloku « binarnih simbolov, ki jih dobi iz kanalnega kodirnika, priredi enega
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od M moznih signalov, kjer je M = 2% in o > 1. Torej, uporabimo « bitov za izbiro
signala, trajajocega T sekund. Stevilu T pravimo signalni interval.

Pri modulaciji uporabljamo ve¢ razlicnih tehnik ali nacinov za ustvarjaje signa-
lov. Spreminjamo lahko amplitudo, fazo ali frekvenco visokofrekvenénih signalov
(nosilcev). Ce uporabljamo vhodni signal modulatorja za spreminjanje amplitude
nosilca, tako dobljeno modulacijo imenujemo modulacija z zamikom amplitude s
kratico ASK (angl. amplitude-shifted keying). Na primer, pri M-tiski modulaciji z
zamikom amplitude je signal definiran s

. <t <
s(t):{ Ajcos (2 fet), 0<t<T,

0, sicer
kjer je
A= A2 — (M —1))
zai=0,1,...,M —1. Stevilo A je konstanta, f. pa frekvenca nosilca. Signal iz

modulatorja potrebuje pasovno §irino velikosti f. = 1/T Hz, torej je pasovna Sirina
obratno sorazmerna 7.
Modulacijski sistemi s faznim zamikom so eni najbolj pogosto uporabljanih. Mo-
dulacija sloni na spreminjanju faze nosilca signala in ji zato pravimo modulacija z
zamikom faze s kratico PSK (angl. phase-shifted keying).
Acos (2rft +w; +w'), 0<t<T
s(t) = :
0, sicer

kjer je
27,

W; = —1

M

zai=0,1,...,M — 1. Stevilo A je spet konstanta, ki predstavlja amplitudo, w’ pa
je poljuben fazni zamik, ponavadi enak 0. Tako zasnovanemu sistemu pravimo M-
tiska PSK modulacija. Najpogosteje je v uporabi binarni ali dvojiski PSK sistem,
ki ga bomo zdaj bolj podrobno opisali.

Pri binarnem PSK sistemu, modulator generira valovni signal
2Es <t <
s1(t) = \/ 7> coswt, 0<t<T
0, sicer

za vhod 1 in s¢(t) = —s1(t) za vhod 0 (taki modulaciji pravimo antipodna signa-
lizacija). Vsak simbol traja T" sekund in ima energijo E; = ST, kjer je S mo¢ in
w = 27/T. Signal, ki ga prenasamo (posiljamo), ima obliko
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[e.o]

v(t) = sy, (t —iT)
i=0
Pri predpostavki, da na na$ prenosni kanal vpliva Se dodaten beli Gaussov Sum
n(t), ki je slucajna spremenljivka z ni¢elnim matemati¢nim upanjem in kvadratom
variance Ny/2, lahko prejeti signal zapisemo v naslednji obliki

r(t) = v(t) +n(t),

kjer je

E[N(T)] =0

in

Eln(t + 1)n(t)] = %5(7).

Na podlagi prejetega signala demodulator vrne priblizek Z; poslanega simbola. Pri-
blizek v casu iT" je enak

iT
7 = / r()R(T — 7)dr.
(i—-1)T

Z; je Gaussova slucajna spremenljivka N (u, o) z matematicnim upanjem p = 4+/FE,
kjer je znak odvisen od modulatorjevega vhoda (+ za 1 in — za 0), in z varianco
0% = Ny/2. S pomocjo pridobljenih podatkov pa se lahko trdo odlo¢imo glede spre-
menljivke Z; (principa trdega in mehkega odlo¢anja bomo opisali v petem poglavju).
Na ta nacin dobimo najenostavnejsi in najpomembnejsi model kanala z binarnim
vhodom in binarnim izhodom, t.i. binarni simetricni kanal s prehodno verjetnostjo
e. Ker pa je izhod kanala odvisen le od prenesenega signala v danem intervalu in ni
odvisen od ostalih prenosov, recemo da je kanal brez spomina.

1.4 Modeli kanalov

Za popolnejso sliko opisimo Se nekaj osnovnih modelov kanalov, po katerih prena-
Samo podatke.

Diskretni kanal brez spomina (DMC)
Pri kodiranju se ne splac¢a uporabljati trdnih odlocitev, saj lahko to pomeni izgubo

informacije. Ker vsak bit informacije vpliva na nekaj kanalnih simbolov, odkodir-
nik lahko iz vrednosti Z; pridobi informacijo o zanesljivosti prejetega simbola (trdne

12



odlocitve uporabljajo le predznak Z;). Na podlagi tega pa demodulator poslje analo-
gno vrednost Z; kot svoj izhod. Temu postopku recemo mehko odlocangje. Z uporabo
tega postopka dobimo tudi novo vrsto kanala za prenos podatkov, ki mu pravimo
diskretni kanal brez spomina. Tukaj bomo spoznali najpomembnejsa predstavnika:

(a) binarni simetri¢ni kanal
(b) kanal z binarnim vhodom in osmiskim izhodom

Oglejmo si ju bolj podrobno.

Binarni simetri¢ni kanal (BSC)

Najpogostejsi diskretni kanal brez spomina je binarni simetri¢ni kanal. To je kanal z
binarnim vhodom in binarnim izhodom, ki ga dodatno opiSemo s pomocjo verjetnosti
preskoka €. Kot bomo videli, je verjetnost preskoka tesno povezana z razmerjem
E,/Ny. Binarno PSK shemo z binarnim simetri¢nim kanalom z verjetnostjo preskoka
€ in verjetnostjo bitne napake P, podamo z

2E; 2L
=P =04/ 3 = 4/ 1)

Qo) = —= | e

in je povprecna energija na signalni simbol F, enaka povprec¢ni energiji na informa-

kjer je

cijski bit Ej,. Do take ugotovitve pridemo iz dejstva, da je en sam informacijski bit
potreben za kreacijo signalnega simbola. Spodnja slika kaze binarni simetri¢ni kanal
z verjetnostjo preskoka p.

Slika 4 - Binarni simetri¢ni kanal z verjetnostjo preskoka p

Koli¢ina P(x | y) pomeni pogojno verjetnost, da smo prejeli z, pri pogoju, da je bil
poslan y.
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Kanal z binarnih vhodom in osmiskim izhodom (BSC)

Kanal, ki ga bomo predstavili, bo osnova za algoritem z mehkim odlo¢anjem, ki
ga bomo raziskali v petem poglavju. Imenujemo ga kanal z binarnim vhodom in
osmiskim izhodom. Zakaj, bo razvidno iz sledecega opisa.

Naloga demodulatorja je iz prejetega simbola dolociti poslani simbol. Oznacimo
s c=cp...c, zaporedje, ki ga prenasamo po kanalu, z v/ =';...v,, zaporedje,
ki ga dobimo iz demodulatorja ter z v = v, ... v, zaporedje, ki predstavlja prejeto
sporocilo, iz katerega bomo potem poiskusali dobiti naSe originalno sporocilo. Po-
udarimo, da so elementi v’; realna stevila, medtem, ko ¢; in v; lahko zavzamejo le
vrednosti 0 in 1. Zdaj razdelimo realno premico v disjunktno unijo osmih intervalov
z nekih sedmih vrednosti. Intervalom priredimo vrednosti 0y, 0y, O3, O4, 1y, 1o, 13
in 1,. Denimo, na primer, da intervalu (a,b] priredimo vrednost 01, kjer je lahko
a = —o0 ali b= 00. Z drugimi besedami, za pravi simbol v; izberemo 0; takrat, ko
je v'; € (a,b]. Pogojna verjetnost, da je v'; € (a,b], pri pogoju, da je bil prenesen c¢;,
je enaka

b

P |6) = Pla<ti<b] o) = —— [ 5 an
kjer je u = /B, ¢eje ¢; = 1in u = —/Ej, ¢e je ¢; = 0. Torej lahko, z izbiro sedmih
realnih vrednosti in z uporabo enacb, podobnih zgornji, izracunamo 16 pogojnih
verjetnosti P(v | ¢), kjer v tece od 0; do 14, ¢ pa je lahko 0 ali 1. Tem verjetnostim,
pri predpostavki, da na kanal vpliva beli Gaussov Sum, pravimo statistika kanala.
[zracunamo jih lahko, ¢e poznamo energijo signala E, in dvostransko spektralno
gostoto moci Ny /2, kjer upostevamo, da je 02 = Ny /2. Ker ¢; lahko zavzamejo dve
vrednosti in predstavljajo vhod modulatorja in ker v; lahko zavzame osem vrednosti,
ki predstavljajo izhod demodulatorja, pravimo takemu kanalu diskretni kanal brez
spomina z binarnim vhodom in osmiskim izhodom. Tak kanal prikazemo graficno
kot kaze spodnja slika.

Slika 5- Diskretni kanal brez spomina z binarnim vhodom in osmiskim izhodom

14
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Verjetnosti P(v | ¢) seveda lahko napisemo tudi nad povezave, tako kot smo to na-
redili v primeru binarnega simetricnega kanala.

Seveda je vsota vseh verjetnosti, ki izhajajo iz 0, enaka 1 in enako velja za vsoto
verjetnosti, ki izhajajo iz 1. Ponavadi oznake izberemo tako, da stiri najvecje verje-
tnosti, izhajajoce iz 0, dolocajo 04, ...,04 in podobno za 14,..., 14.

Med kanali, ki jih srecamo v uporabi je Se kanal z medsimbolno interferenco, a njegov
opis bomo tukaj izpustili. S tem konc¢ujemo opis osnovnih elementov digitalnega
komunikacijskega sistema.



Poglavje 2

Osnove

Drugo poglavje nas bo popeljalo ¢ez nekaj osnovnih pojmov in lastnosti, ki pred-
stavljajo osnove teorije kodiranja in so nujno potrebne za razumevanje poglavij, ki
sledijo.

2.1 Kode

Naj bo V={0,1} in naj bo V"™ mnozica vseh besed dolzine n, sestavljenih iz 0 in 1.
Torej je:
Vn:{blbgbn ‘ bl 6‘/,7;:1,2,...,71}

V mnozico V" vpeljemo Se operaciji sestevanja po komponentah po modulu 2 in
mnozenja s skalarjem. Na ta nac¢in postane (V™ 4+ -) vektorski prostor.

Definicija 2.1.1. Dvojiska koda dolzine n je podmnozica C' mnoZice V™. Ele-
mente podmnozice C' imenujemo kodne besede.

Opozorimo na dejstvo, da lahko namesto izbrane mmnozice V' izberemo poljubno
kon¢éno mnozico simbolov (tako mnozico ponavadi imenujemo abeceda). V pricujo-
¢em delu bomo uporabljali izkljuéno dvojiske kode, saj le-te povsem zadoScajo za
vse potrebne izpeljave in so v praksi tudi najveckrat uporabljane. Zaradi pravkar
povedanega, bomo tudi dvojiskim kodam odslej rekli na kratko kode. Dodajmo Se,
da ne predstavlja vsaka podmnozica mnozice V™ uporabne kode.

Seveda si bomo zZeleli povedati kaj ve¢ tudi o odnosih med kodnimi besedami. Eden
osnovnih pojmov v teoriji kodiranja je t.i. Hammingova razdalja, ki nam dé& oceno,
koliko narazen sta kodni besedi. Naj bosta torej u,v € V".

Definicija 2.1.2. Hammingova razdalja je taka funkcija dy : V"* x V* — NUQO,
ki paru kodnih besed priredi naravno Stevilo, ki je enako stevilu mest (bitov), v katerih
se dani besedi razlikujeta.

16



POGLAVJE 2. OSNOVE 17

Trditev 2.1.3. Mnozica V", opremljena s Hammingovo razdaljo, je metricni pro-
stor.

Dokaz. Za dokaz zgornje trditve je dovolj pokazati, da Hammingova razdalja dg
zadosca aksiomom razdalje

(1) dg(u,v) >0

(2) Ce je dg(u,v) = 0, potem sledi u = v.

(3) dg(u,v) = dy(v,u).
Prvi trije aksiomi sledijo neposredno iz definicije Hammingove razdalje.
(4) Trikotniska neenakost: dgy(u,t) < dg(u,v)+ dg(v,t).

Oznacimo z wy (u + v) razdaljo dg(u,v). Ustrezno vpeljimo oznaki wy (v + t)
in wy(u +t). Koli¢ina wy(z) je enaka Stevilu enic v besedi x. Pravimo ji teza
besede.

Definicija 2.1.4. Teza besede je stevilo nenicelnih komponent v tej besedi.
Drugace povedano, teZa besede je enaka Hammingovi razdalji te besede od
nicelne besede.

Ker za poljubni besedi a in b velja

wy(a) +wy(b) > wy(a+b),

saj se istolezne enice pokrajsajo, s substitucijo a = u 4+ v in b = v + t v zgornji
enacbi dobimo trikotnisko neenakost. (Seveda smo ves ¢as izvajali seStevanje
po modulu 2).

Ker zadoséa razdalja dy vsem potrebnim aksiomom, je (V™, dy) metri¢ni prostor. [J

Hammingova razdalja nam pove, koliko narazen sta kodni besedi. Vpeljimo s
pomocjo Hammingove razdalje tudi prvo lastnost kode C'.

Definicija 2.1.5. Minimalna razdalja §(C) kode C je najmanjsa razdalja med
poljubnima kodnima besedama, v znakih:

0(C) = min{dg(u,v)| u,v € C}
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V primerih, ko bo nedvoumno, o kateri kodi govorimo, bomo uporabljali kar ¢ na-
mesto 0(C).

Pri odkrivanju in popravljanju napak , ki so nastale med prenosom po kanalu se
bomo drzali osnovnega principa teorije kodiranja, imenovanega princip najbliZjega
soseda. Oglejmo si, kaj pravi.

Denimo, da je w beseda, ki smo jo prejeli po kanalu. Med vsemi kodnimi besedamsi
poiséemo tisto kodno besedo u, za katero je dg(w,u) < dy(w,v) za vse kodne besede
v, v # u. Tedaj besedo w odkodiramo v besedo u, ker je v tem primeru beseda u
najblizja glede na Hammingovo razdaljo.

Omenjeni pristop je uporaben takrat, ko pri prenosu besed ne pride do velikega
stevila napak. Princip najblizjega soseda pove, da koda popravi e napak takrat, ko
za vsako prejeto besedo w velja, da obstaja kvecjemu ena kodna beseda u z lastnostjo
dy(w,u) < e. Torej, ¢e pri prenosu besede pride do kve¢jemu e napak, nam princip
najblizjega soseda zagotavlja, da bomo besedo pravilno odkodirali, to je, da napake
pri prenosu ne vplivajo na pravilnost odkodiranja.

Stevilo napak, ki jih znamo odpraviti z uporabo principa najblizjega soseda, je tesno
povezano z minimalno razdaljo 6(C') kode C.

Trditev 2.1.6. (1) Koda z minimalno razdaljo § odkrije 6 — 1 napak.

(2) Koda z minimalno razdaljo 6 popravi po principu najbliZjega soseda e napak
natanko takrat, ko velja neenakost 6 > 2e + 1.

Dokaz.

(1) Ocitno je § > 1. Recimo, da je pri posiljanju kodne besed u prislo do kvecjemu
0 — 1 napak. Prejeta beseda potem ni enaka nobeni izmed kodnih besed, saj
je 0 minimalna razdalja uporabljene kode. Iz tega lahko sklepamo, da je pri
prenosu prislo do napake.

(2) (=) Predpostavimo, da je § < 2e. Izberimo kodni besedi u in v, za kateri
velja dy(u,v) = . Tedaj lahko iz v dobimo v tako, da spremenimo ¢ bitov.
Oznacimo z w besedo, ki jo dobimo po opravljenih |§/2] korakih. Tedaj je
dy(w,u) <ein dy(w,v) < e. To je protislovje, saj bi po principu najblizjega
soseda morala obstajati kve¢jemu ena kodna beseda ¢, za katero bi veljalo
dH(w, t) S t.

(<) Naj bo zdaj 6 > 2e + 1. Ce bi beseda w bila oddaljena za kvecjemu e
od kodnih besed u in v (torej napak bi bilo manj kot e), bi iz trikotniske
neenakosti sledilo
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dH(u7U) SdH(u7w>+dH(wuv> S€+€:2€,

kar je v nasprotju s predpostavko.

Iz pravkar dokazane trditve sledi:

Posledica 2.1.7. Koda z minimalno razdaljo 6 odkrije natanko 6 — 1 napak in po-
pravi | (6§ — 1)/2] napak. O

Izkoristimo dejstvo, da je (V" dy) metriéni prostor in definirajmo kroglo K, (u) s
polmerom r okrog besede u:

K.(u) ={w e V" | dg(u,w) <r}.

S to terminologijo trditev 2.1.5(2) pravi, da

koda popravi e napak natanko tedaj, kadar so krogle s polmerom e okrog kodnih besed
paroma disjunktne.

Ena izmed opor pri iskanju novih kod so razliéne meje, ki povezujejo dolzino kode,
stevilo njenih kodnih besed in njeno minimalno razdaljo. Verjetno najbolj znana
med njimi je Singletonova meja.

Izrek 2.1.8. [Singletonova meja| Naj koda C dolzZine n vsebuje M kodnih besed,
Tedaj velja M < 2791,

Dokaz. Naj bo €’ mnozica M besed, ki jih dobimo tako, da iz kodnih besed
izbrisemo § — 1 bitov (seveda, v vsaki besedi izbriSemo bite na istih mestih, tj. ko-
ordinatah). Besede v C’ so torej dolge n — (6 — 1) in so paroma razlicne, saj so
besede v C' bile paroma oddaljene vsaj 6. Ker je besed dolzine n — (§ — 1) kve¢jemu
27=00=1) e izrek dokazan. U

2.2 Linearne kode

V mnozici V" definiramo seStevanje dveh besed kot besedo, ki jo dobimo s seSteva-
njem istoleznih bitov po modulu 2. S tako definiranim sestevanjem postane (V" +)
Abelova grupa. Ce definiramo e mnozenje s skalarjema 0 in 1, postane (V" 4+, )
vektorski prostor nad obsegom Z,.

Definicija 2.2.1. Koda C C V™ je linearna, ce je (C,+,-) vektorski podprostor
prostora (V" +,-).
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Mnozenje s skalarjem iz Zs, je notranja operacija na vsaki podmnozici v V", ki
vsebuje nicelno besedo. Zaradi tega je dvojiska koda C' linearna natanko takrat, ko
je skupaj s kodnima besedama v in v tudi u + v kodna beseda. Ce namreé linearna
koda C' vsebuje vsaj eno kodno besedo, imenujmo jo u, vsebuje C tudi nic¢elno
besedo, saj je u+u =0. Ravno tako iz Lagrangevega izreka, ki pravi, da mo¢
podgrupe deli mo¢ grupe, sledi, da ima linearna koda C' 2* elementov, kjer je k < n.
Eksponentu k pravimo razsezZnost kode. Za linearne kode zapiSemo Singletonovo
mejo Se preprosteje:

Izrek 2.2.2. [Singletonova meja za linearne kode] Naj bo V linearna koda di-
menzije k. Tedaj velja 6 <n —k + 1. O

Definirajmo Se pojem minimalne teze kode.

Definicija 2.2.3. Minimalna teza kode je najmanjsa teza, ki jo ima katera izmed
kodnih besed.

Minimalno tezo linearne kode nam d& naslednja trditev:

Trditev 2.2.4. Minimalna teZa linearne kode je enaka njent minimani razdalji.

Dokaz. Iz definicij minimalne teze in minimalne razdalje vidimo, da minimalna
razdalja ne more biti vec¢ja od minimalne teze.

Vzemimo sedaj kodni besedi u in v, ki realizirata minimalno razdaljo: dg(u,v) = .
Ta razdalja se ne spremeni, ¢e obema besedama pristejemo isto besedo:

5:dH(u>U):dH(u+u7U+u) :dH(O>U+u)

Zaradi linearnosti kode je tudi u + v kodna beseda. To pa pomeni, da znasa
dy(0,v + u) vsaj toliko kot je minimalna teza kode. S tem je trditev dokazana.
O
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Kodiranje

Najbolj pomembna ter najpogosteje omenjana lastnost konvolucijskih kod je dej-
stvo, da kodne besede nimajo konstantne dolzine kot je to primer pri blo¢nih kodah.
Druga pomembna lastnost konvolucijskih kod je ta, da n-terica, ki jo dobimo po ko-
diranju ni odvisna je od k-terice m, ki predstavlja sporocilo, temvec¢ tudi od nekaterih
k-teric, ki smo jih kodirali pred m. Zato recemo, da ima kodirnik spomin.

Kot smo ze uvodoma povedali, bomo opazovali le konvolucijske kode nad binarno
abecedo Fy. Zato bodo vse racunske operacije misljene kot operacije po modulu
2. Ko bomo rekli sestevanje, bomo mislili seStevanje po modulu 2. Enako velja za
mnozenje.

3.1 Pomicni registri

Vsaki¢, ko zelimo narediti dolocene operacije nad nekim zaporedjem (vhodnih) po-
datkov, si postavimo nekaj vprasanj. Zanima nas predvsem, kako u¢inkovito, lahko
predstavljivo in strojno uresnicljivo znamo predstaviti orodje, ki bo izvajalo potrebne
operacije. Pri razlicnih manipulacijah z zaporedji ponavadi uporabljamo pomicne
registre.

Definicija 3.1.1. Pomicni register z m stanji je naprava, ki je sestavijena iz
m enot (ali flip-flopov) in ureja nadzor premikanja podatkov. Vsaka od enot ima en
vhod in en izhod. V vsaki enoti ¢asa se v registru opravijo naslednje operacije:

(i) Novi bit sporocila se pojavi na vhodu in se operacije po modulu 2 izvrsijo na
bitih znotraj registra tako, da dobimo nov bit na 1zhodu.

(11) Vsebina vseh enot se premakne za eno mesto v desno (z izjemo skrajno desne
enote).

(11i) Novi bit na vhodu postane vsebina prve enote.

21
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Pomicne registre lahko na zelo eleganten nacin predstavimo s pomocjo polinomov
nad Fy. Prostor polinomov z neodvisno spremenljivko x s koeficienti iz obsega [,
oznac¢imo z Fy[z].

Definicija 3.1.2. Polinomu g(x) = 1+ 10 + ¢22* + ... + gma™ € Fy[x] recemo, da
je generator pomicnega registra z m stanji, ce je g; = 1 v primeru, ko vsebina i-te
enote nastopa v sestevanju, potrebnemu za izracun izhodnega bita.

Generator pomicnega registra je torej kljucen podatek, ki ga potrebujemo pri trans-
formaciji zaporedja vhodnih podatkov v zaporedje izhodnih podatkov. Spodnji izrek
nam pove, po kaksnem receptu izracunamo zaporedje izhodnih podatkov:

Izrek 3.1.3. Naj bo dan pomicni register z generatorjem g(x) stopnje m. Ce tok
vhodnih podatkov ug, w1, us, ... opisemo s formalno potencéno vrsto

u(r) = up + urw + upr® + -+

nad Fy in tok izhodnih podatkov cgy,cq, s, ... s potencéno vrsto
c(z) = co+err + o + ...,

nad Fy, potem velja:

c(x) = u(w)g(z).

Izrek pove, da je kodno sporocilo enako konvoluciji vhodnega sporocila in genera-
torskega polinoma, ob predpostavki, da vse omenjena koli¢ine ustrezno zapisemo
kot zaporedja. Od tod tudi ime konvolucijske kode. Dokazimo zgornji izrek in tako

preverimo veljavnost poimenovanja.

Dokaz. Radi bi dokazali, da pomic¢ni register res pravilno izvrsi mnozenje polino-
mov. Drugace povedano, radi bi pokazali, da je tok izhodnih podatkov konvolucija
toka vhodnih podatkov in zaporedja, ki ga tvorijo koficienti generatorskega polinoma
pomicnega registra.

Naj bo u(x) = ug + uiz + ... + up_12% in g(x) = go + 1x + . .. + gm_12™. Tedaj je
koeficient ¢; pri z* v ¢(x) = u(x)g(x) enak

= ot + G1ug—1 + ... + Giug, et <m —1

n

¢t = goUt + g1ug—1 + - ..+ Gm-1Ut—my1, C€ T >m — L.

Poenostavimo dokaz tako, da privzamemo, da je u; =0, ¢e t > k — 1 = deg(u(z)).
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V pomicénem registru z generatorskim polinomom g(x) ozna¢imo vsebino i-te enote
registra z X;(t). Tedaj je izhodni bit v ¢asu ¢ linearna kombinacija vsebin registrskih
enot X;(t)

cr = goXo(t) + ... gm—1Xm—1(t).

V casu 0 je X()(O) = Up in Xl(O) =...= m—1(0> = 0. Od tod je Co = JoUp-
Splosneje, v casu t, t <m — 1 je Xo(t) = uy, X1(t) = w1, ..., Xi(t) = up, v ostalih
registrskih enotah pa so nicle. Zato je

= goUt + 1us—1+ ...+ giug zat <m — 1.

V ¢asu t > m — 1 imamo

Xo(t) = u, Xa(t) = wons oo, X1 (t) = Up—na

in zato tudi

¢ = gour + G1ug—1 + ...+ Gm-1Ut—my1, t >m — L.

O

V grobem povedano, bomo konvolucijske kode dobili tako, da bo zdruzili nekaj
pomicnih registrov, njihove generatorske polinome pa zapisali v generatorsko ma-
triko. Tudi brez stroge definicije pa iz pravkar dokazanega izreka lahko vidimo v
uvodu omenjeno lastnost konvolucijskih kod: vhodni in izhodni podatki so lahko
neskonéni! Konvolucijske kode torej niso blocne kode. So jim pa podobne v tem, da
imamo lahko konvolucijske kode za bloéne nad dolocenimi neskonénimi obsegi.
[lustrirajmo vsebino tega razdelka na primeru, ki ga bomo uporabljali tudi kasneje,
ko bo to priro¢no.

Primer: Tmejmo polinoma g,(D) =1+ D + D?in go(D) = 1 + D?. Za vsak vhodni
bit informacije bomo imeli dva izhodna bita kodnega sporocila. Zdruzimo omenjena
polinoma v generatorsko matriko

Go(D)=(1+D+D? 1+D?)

Premic¢ni register za dano matriko je predstavljen na sliki:
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Slika 6 - Premicni register za matriko (1 4+ D + D? 1+ D?)

Zakodirajmo zaporedje u = 110101. Spodnja tabela kaze vsebino registra v razlicnih

-

casovnih intervalih, ¢asovne intervale ter izhodne bite.

~—

vsebina

o

100
110
011
101
010
101
010
001
700

—m Ok OO O Y

0 1O Ul Wi~ O

1

_— O OO O

Na izhodu dobimo torej v = 1101010010001011. Opazimo Se, da smo zaporedje u
terminirali z dvema dodatnima ni¢lama na vhodu, zato da bi pripeljali register v
zacetno nicelno stanje ali, bolje re¢eno, da smo ga pripravili za kodiranje naslednjega
sporocila. Zato znak 7 v zadnji vrstici.

Poudarimo se, da smo tukaj uporabili spremenljivko D namesto z. Razlogi za to
spremembo bodo razvidni v ¢etrtem poglavju.

3.2 Matemati¢ni model konvolucijskih kod

Za konvolucijski kodirnik s splosno informacijsko stopnjo R = k/n,k < n, vhodne

podatke

U= UUy ... = U

Uy U U(Q)
LIRS 0 1 1 LIRS

®—>

®—>
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zakodiramo v zaporedje

v=wvovy... =050 oM@

kjer je

Uy = f(ut, U1, . ’U,t,m).

Parametru m pravimo spomin kodirnika. Za funkcijo f zahtevamo, da je linearna

Fngrl)

funkcija iz My F7. Tako funkcijo lazje zapiSemo v matri¢ni obliki:

vy = wGo + u1Gr + - Uy Gy,

kjer je G;,0 <7 < m binarna k x n matrika. Iz zadnje enacbe sledi izraz

VoUq...= (’Ll,o, Uy, .. )G
ali krajse
v = uG,
kjer je
Gy Gy ... Gy
G = Go Gy Gm

in kjer je v vseh manjkajocih delih matrike misljena nicelna matrika ustrezne ve-
likosti. Matriki G' pravimo generatorska matrika, podmatrikam G;,0 <7 < m pa
generatorske podmatrike. Splosni konvolucijski pomicni register lahko grafiéno pred-
stavimo takole:

@7,@ + Vit
G

Ui

Slika 7 - Splosni konvolucijski pomic¢ni register
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Za konec pa dodajmo Se izrek, ki ocitno sledi iz pravkar prikazanega matematicnega
modela.

Izrek 3.2.1. Konvolucijska koda je linearna. 0

3.3 Grafiéna predstavitev konvolucijskih kod

Zelo pogoste in zelo nazorne so razlicne graficne predstavitve konvolucijskih kod. Tu-
kaj bomo predstavili tri razlicne graficne upodobitve konvolucijskih kod: drevesno
predstavitev, predstavitev s pomocjo diagrama stanj in mrezno (brajdno) predsta-
vitev.

Drevesna predstavitev

Drevesna predstavitev je najosnovnejSa graficna predstavitev konvolucijskih kod in
nam ponuja temelj za izpeljavo nekaterih lastnosti konvolucijskih kod ter s tem tudi
bolj kompaktne in bolj uporabne predstavitve. Ta predstavitev se, kot ena izmed
moznih, ponuja iz dejstva, da je kodne besede izredno prikladno predstavljati v
drevesni obliki. Najbolj levemu vozlu v taki predstavitvi pravimo koren. Kodirnik
na vhodu dobi vedno en bit informacije, zatorej iz korena lahko gremo v dveh smereh,
odvisno od vhodnega bita. V nasem primeru bomo §li navzgor, ko je vhodni bit enak
0 ter navzdol, ko je vhodni bit enak 1. Na vsaki veji drevesa pa bomo imeli toliko
binarnih cifer, kolikor jih dana koda proizvede za en vhodni bit informacije. Spodnja
slika kaze eno od taksnih predstavitev.

00

00
11

00 10
1 T
01
00
0 10
0 1 A 11
10
01
o1
00
00
11
11 10 10
1 11
o1
00
01 10

10
01

01

Slika 8 - Drevesna predstavitev konvolucijske kode



POGLAVJE 3. KODIRANJE 27

Diagram stanj

Stanje kodirnika je opis prejetih bitov, torej nekaksen opis preteklosti za komuni-
kacijski sistem. Tukaj je potrebno poudariti, da ob poznavanju stanja sistema ter
prihajajocih bitov lahko brez tezav dolo¢imo trenutne ter bodoce izhodne bite. Ce
ima na$ kodirnik spomin velikosti m, v splosnem predstavimo stanje kodirnika v
casut z

Ot = Up—1Ut—2 . . . Ut—m -

Iz vsega povedanega je tudi octino, da ima kodirnik s spominom velikosti m na-
tanko 2™ med seboj razli¢cnih stanj. To pa tudi pomeni, da potrebujemo natanko
m vhodnih bitov, da pridemo v katerokoli mozno stanje. Omenjeni definicija stanja
sistema in dejstvo o prehodih nam omogocata uporabo t.i. diagrama stanj. Sledeca
slika prikazuje konvolucijski kodirnik in ustrezni diagram stanj.

0/00

Slika 9 - Diagram stanj konvolucijske kode

Mrezna predstavitev

Vrnimo se zopet k drevesni predstavitvi konvolucijske kode. Pozorno opazovanje
drevesa nam razkrije, da primerno izbrani vhodni zaporedji pripeljeta kodirnik v
isto stanje ter da sta ustrezni poddrevesi identicni. Zato ni razloga, da ju opazu-
jemo lo¢eno. Lahko ju kar zamenjamo z enim vozlom, ki ustreza danemu stanju
v tocno dolocenem ¢asu. Za vsako ¢asovno enoto (ali globino) lahko ekvivalentne
vozle zamenjamo z enim samim vozlom. Na ta nacin dobimo mrezZno predstavitev,
v kateri povezave navzgor in navzdol ustrezajo vhodnim informacijskim bitom 0
in 1 respektivno. Za nekoliko jasnejSo predstavitev poskrbi tudi spodnja slika, ki
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prikazuje mrezno predstavitev za konvolucijski kodirnik, uporabljen pri ilustraciji
diagrama stanj.

00 ’T‘ 00 ’T‘ 00 ’T‘OO

Slika 10 - Mrezna predstavitev konvolucijske kode

Iz same konstrukcije mrezne predstavitve je oc¢itno, da vhodna zaporedja lahko pre-
beremo iz dane strukture ravno tako kot jih na preprost nac¢in prebiramo iz kodnega
drevesa. Mrezna predstavitev ima prednost predvsem zaradi dejstva, da ne zahteva
veliko prostora za razliko od drevesne predstavitve, ki kmalu postane nepregledna.
Mrezno predstavitev pa lahko brez tezav izpeljemo tudi iz diagrama stanj.

Podajmo sSe primer.

Primer: Zakodirajmo sporocilo w = 1011 ... z uporabo pravkar vpeljanih graficnih
predstavitev na zgornji sliki. V vseh primer dobimo kodno sporocilo 11100001 .. ..
Iz tega lahko sklepamo, da so vse predstavitve konsistentne. O

Omenimo Se, da je mrezna predstavitev vsekakor najbolj uporabna, saj pride zelo
prav pri odkodiranju kot bomo videli pri definiciji Viterbijevega algoritma.

3.4 Lastnosti razdalje

V tem razdelku si bomo najprej ogledali razlicne razdalje, ki jih lahko uporabljamo
pri obravnavi konvolucijskih kod. Nato bomo s pridobljenim znanjem izpeljali ne-
katere pojme in orodja, ki nam pomagajo pri raziskovanju razli¢nih lastnosti kon-
volucijskih kod ter izpeljavi uc¢inkovitosti in ocen za verjetnosti bitnih napak pri
praktiéni uporabi.

Imejmo binarno konvolucijsko kodo z informacijsko stopnjo R = k/n, racionalno
generatorsko matriko G(D) in spominom m. Informacijsko zaporedje
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w(D) = uy +u; D+ uyD* + - - -

zakodiramo v kodno besedo

v(D) = vy +vD+vyD* + - -+

kjer je

v(D) = w(D)G(D).

Zaradi enostavnosti pa piSemo tudi w = wou; ... in ¥ = Vov; ... namesto u(D) in
v(D). Zaradi lazjega razumevanja pojmov, ki jih bomo definirali spodaj, vpeljimo
Se oznako [, j, ki predstavlja polinom x, odrezan po j-tem clenu oz. ustrezno
zaporedje od ¢lena ug do ‘clena u;. Zdaj lahko definiramo najosnovnejSo mero za
razdaljo pri konvolucijskih kodah, ki ji pravimo vrsticna razdalja.

Definicija 3.4.1. Naj bo C' konvolucijska koda z generatorsko matriko G(D). Vrs-
ticna razdalja j-tega reda dj generatorske matrike G(D) je najmanjsa Hammin-
gova razdalja med dvema kodnima zaporedjema vy, j), ki izhajata iz informacijskih
zaporedij w, ;) z razlicnima ug.

Ker je konvolucijska koda linearna, vidimo, da je dj tudi najmanjsa Hammingova
teza poti vy, 4, ki izhaja iz informacijskega zaporedja, za katerega je ug # 0. Tore;
lahko pisemo

dj = g)l;%{wlf(v[o, ks

kjer wy () oznacuje Hammingovo tezo zaporedja.
Naj bo zdaj]
G(D)=Gy+GD+...+G,D"

polinomska generatorska matrika s spominom m in naj bo ustrezna polneskon¢na
matrika G

Gy G ... Gp
G = Go Gl R Gm
kjer so G; binarne matrike velikosti k x n za i € {0, ..., m}.

Oznacimo z G matriko, ki jo dobimo tako, da matriko G odrezemo po (j + 1)-vem
stolpcu, torej
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Gy G G G,

Gy Gy G

GS = Go Gj-2
Go

kjer privzamemo, da je G; = 0, ko i > m.

S pravkar vpeljanimi oznakami lahko zapisemo

dj = minfwn (up, G5)}

Sklepamo lahko, da za izracun vrsticne razdalje j-tega reda polinomske generatorske
matrike zados¢a ze matrika, ki jo dobimo, ¢e za¢etno matriko G odrezemo po (j + 1)-
vem stolpcu.

Potrebno je poudariti, da je vrsticna razdalja lastnost kodirnika in ne kode same.
Velja pa naslednji izrek.

Izrek 3.4.2. Vrsticna razdalja je invariantna v razredu ekvivalentnih kodirnih ma-
trik.

Dokaz. Naj bo C.; mnozica kodnih besed brez zamika:

Cy={veC|v;=0,i<0invy#0}

Mnozica C.4 je podmnozica v C', ni pa podkoda, saj ni zaprta za seStevanje. Odvi-
sna je samo od C in neodvisna od izbrane generatorske matrike. Trditev izreka sledi
iz dejstva, da je za kodirne matrike iskanje minimuma za d$ = miny,zo{wu (v), ;7)}
enako kot iskanje minimuma za v, jdimwv € Cey. O

Iz pravkar dokazanega izreka ocitno sledi

Izrek 3.4.3. Naj bo C' konvolucijska koda. Vrsticna razdalja j-tega reda kode C' je
vrsticna razdalja j-tega reda katerekoli kodirne matrike za C'.

Vrsticno razdaljo m-tega reda df, racionalne generatorske matrike s spominom m
vcasih imenujemo minimalna razdalja (generatorske matrike) in jo 0znacimo z diyy,-
Minimalna razdalja doloca sposobnost odkodirnika za popravljanje napak. Preden
se lotimo te sposobnosti, pa si oglejmo Se eno izmed lastnosti generatorskih matrik,
ki jo dobimo s pomocjo vrsticnih razdalj.

Definicija 3.4.4. Naj bo G(D) racionalna generatorska matrika s spominom m.
Vektorju, predstavljenem z (m + 1)-terico
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d’ = (dg,ds,...,d;,),

kjer je d5,0 < j < m, wvrsticna razdalja j-tega reda, imenujemo razdaljni profil
generatorske matrike G(D).

Tako definiran razdaljni profil je lastnost generatorske matrike. Vendar pa, zaradi
dejstva, da je vrsticna razdalja j-tega reda ista za vse ekvivalentne kodirne matrike
ter (kot bomo videli kasneje) da je spomin enako velik za ekvivalentne minimalno-
bazi¢ne (kanoni¢ne) kodirne matrike, lahko vpeljemo tudi pojem razdaljnega profila
kode

Definicija 3.4.5. Naj bo C konvolucijska koda z minimalno-bazicno kodirno matriko
Gmp(D) s spominom m. (m + 1)-erica

d’ = (dg,di,...,d;,),

kger je d5,0 < j < 'm, vrsticna razdalja j-tega reda matrike Gy, se imenuje raz-
daljni profil kode C'.

Razdaljne profile kod lahko primerjamo med seboj. Zato pravimo, da je pri ge-
neratorski matriki s spominom m razdaljni profil d” boljsi od razdaljnega profila
d”’ neke druge generatorske matrike z enako informacijsko stopnjo R in spominom
enake velikosti m, kadar obstaja tak ¢, da je

Cl;{ izliz, jzg,l,...,ﬁ—l
o

Skladno s tako definicijo primerave med razlicnimi razdaljnimi profili pravimo, da

ima konvolucijska koda C' optimalni razdaljni profil, kadar ne obstaja generatorska

matrika z isto informacijsko stopnjo in spominom, ki bi imela boljsi razdaljni profil.
Generatorska matrika z optimalnim razdaljnim profilom je kodirna matrika.

Ob koncu razdelka bomo potrebovali Se en izrek, ki nam pove nekaj o lastnostih
vrstiénih razdalj. Izreka ne bomo dokazovali, saj je precej ociten.

Izrek 3.4.6. Vrsticne razdalje generatorske matrike zadoscajo naslednjim pogojem:
(i) d; < d§, 1,5 =0,1,2,...
(i1) Zaporedje d§, dS,ds, ... je omejeno navzgor.

(111) Zaporedje dj postane stacionarno, ko j narasca. 0
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Iz izreka vidimo, da tvorijo vrsticne razdalje d§ nenarascajoco funkcijo spremenljivke
J. Pravimo ji funkcija vrsticnih razdalj. Vemo tudi, da za to funkcijo obstaja limita

c _ 1 c
dy, = lim dj
j—00

in velja

d<d<.. <d,

Ponovimo Se enkrat definicijo proste razdalje, ki smo jo podali na samem zacetku,
le da uporabimo oznake tega razdelka.

Definicija 3.4.7. Naj bo C konvolucijska koda. Najmanjsi Hammingovi razdalji
med dvema razlicnima kodnima besedama

dfree - H;H}{dH('U, ’U/)}
pravimo prosta razdalja kode C.

Iz linearnosti konvolucijskih kod sklepamo, da je d¢,.. tudi najmanjsa Hammingova
teza nenicelnih kodnih besed. Poudarimo, da je prosta razdalja lastnost kode.

Prosta razdalja je glavna mera za sposobnost popravljanja napak, kadar komunika-
cija poteka preko kanala z majhno verjetnostjo napak in uporabljamo odkodiranje
po principu najverjetnejsega kanditata.

Oznacimo z F; mnozico vseh vzorcev, ki vsebujejo kve¢jemu ¢ napak. Iz izreka o

Singletonovi meji sledi naslednji izrek.

Izrek 3.4.8. Konvolucijska koda C' lahko popravi vse vzorce iz E, natanko takrat,
ko je dgree > 2t. O

Seveda obstaja povezava med vrsticnimi razdaljami in prosto razdaljo. Formuliramo
jo z slede¢im izrekom.

Izrek 3.4.9. Za vsako konvolucijsko kodo C velja:
dfree - dgo
Dokaz. Iz izreka 2.6.6 vemo, da obstaja tako naravno stevilo k, da je

c __ jc _ __ Jc
k — k‘-l—l_“‘_doo'

Obstaja tudi kodna beseda teze df. Naj bo G(D) polinomska kodirna matrika kode
C'. Po definiciji dj, izhaja kodno zaporedje v, 1) iz informacijskega zaporedja w, )
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z wy # 0, tako da velja wy(up, 1) = di. Ker ima Gy = G(0) poln rang, lahko za
vsak ¢ > k izberemo taksen w;, da je
’U,Z'G() + ’Ll,i_lGl + ...+ ’U,Z'_me = 0,

kjer je u,, = 0 za n < 0. Potem je

(wp, gUr+1Uit2 - - )G = (v, ;)00 ...) € C

Od tod sklepamo, da je

’LUH(’U[O, k}OO .. ) = wH(v[Q k]) = dz

Zato velja tudi

free < dj, = d.
Lahko predpostavimo, da v C obstaja kodna beseda v = vov;... s tezo dfpe. in
vy # 0. Za vse j imamo
dj < wp(vevy ... v5) < dpree

Ce pa postavimo 7 > k, smo izrek dokazali. [

3.5 Rodovna funkcija konvolucijske kode

Pogosto potrebujemo nekoliko globlje poznavanje strukture razdalj neke konvolucij-
ske kode. V ta namen vpeljemo pojme rodovne funkcije in stevcev poti.

Oznacimo z — stevilo poti s tezo dfpee + ¢, ki na samem zacCetku zapustijo
ni¢elno pot in se ne vrnejo nanjo do svojega konca. Stevilu ng freeti Dravimo (i + 1)-
va spektralna komponenta. Zaporedju

Ndgyeetin® = 0,1,2,. ..
pravimo tezni spekter kode. Rodovni funkciji teznega spektra,

T(W) = 3 Mgy osiWreet

i=0
previmo Stevec teZ poti. Tej funkciji in nekaterim njenim izpeljankam bomo posvetili
vecino tega razdelka.
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Tezni spekter in njemu pridruzen razdaljni spekter lahko dobimo na preprost nacin
iz diagrama stanj dane konvolucijske kode. Ce iz ni¢elnega stanja umaknemo zanko
in namesto nje nariSemo diagram stanj, ki ima loceni vhodno in izhodno nicelno
stanje, lahko prestevanje poti precej poenostavimo in matematicno bolj nazorno
predstavimo. To metodo prestevanja poti je iznasel Viterbi (glej v [15]) in jo bomo
zaradi lazjega razumevanja predstavili kar na primeru.

Za primer izberimo konvolucijski kodirnik in diagram stanj, podana v razdelku
2.5.2. Kot ze prej opisano, v diagramu stanj izbriSemo zanko v ni¢elnem stanju in
nicelno stanje razcepimo na vhodno in izhodno nicelno stanje. Povezave oznac¢imo
z WO =1,W in W2, kjer eksponent ustreza tezi posamezne povezave. Kot rezultat
dobimo t.i. sliko poteka signala. V nasem primeru dobimo

Y
Y

00

Slika 11 - Potek signala

Naj bo zdaj na vhodu (vhodnem nic¢elnem stanju) vhodni bit enak 1. S T(W)
oznacimo rodovno funkcijo za tezo poti W. Torej je to nas Stevec tez poti, kot je bil
definiran zgoraj. Naj oznacujejo &1, & in &3 spremenljivke, ki predstavljajo teze vseh
poti od vhodnega nic¢elnega stanja do vmesnih stanj na diagramu stanj. Iz prejSnje
slike preberemo naslednji sistem linearnih enacb

51 - 53 + W27
§o = W& + W&o,
§3 = W& + W&o,

in

T(W) = W2,
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Zgornje enacbe lahko prepisemo v matri¢no obliko

1 0 -1 3 W2
W 1-W 0 & = o
W -Ww 1 & 0

Z uporabo Cramerjevega pravila dobimo

& =W?*/(1-2W)

Zato je

TW)=W?/(1—=2W) =W+ 2W° 4 4W7 4 . 4 2"WH 1

Od tod pa preberemo, da je prosta razdalja df,.. = 5 in da so spektralne komponente
Ndg,eotirt = 0,1,2,.. . enake 1,24, .. ..

Viterbi je sliko poteka signala uporabil tudi pri izpeljavi razsirjenega stevca poti, ki
poleg stetja poti, glede na njihovo tezo, Steje tudi poti glede na njihovo dolzino in
stevilo enic v informacijskem zaporedju. Dolzino poti bomo oznacili z L in stevilo
enic z [.

Vrnimo se k zacetni sliki in oznacimo povezave ne samo z W™, kjer je w teza pove-
zave, temve¢ jih oznac¢imo tudi z LI, kjer je i Stevilo enic v informacijskem zapo-
redju, ki ustreza posamezni veji. Tako dobimo razsirjeno sliko poteka signala

WLI
11
WL| WL
&
WL
WL T T, WAL
00 > 10 01 > 00
LI
Slika 12 - Razsirjeni potek signala
Iz njega lahko preberemo sistem linearnih enach
1 0 —LI &1 W2LI
-WLI 1-WLI 0 & | = 0

WL -WL 1 & 0
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n
T(W,L,I)= W2L§3.

Ce resimo zgornji sistem in njegovo resitev vstavimo v rodovno funkcijo, dobimo

WOLAT
T(W.L,I) = =WPLPT+ WOLA1+ LI+ W'L(1 + L)’I% + ...

(Sestevamo ¢lene oblike WTFL3TF(1 4 L)k [11+)

Stevec tez poti je lastnost kode, medtem ko je razsirjeni stevec poleg kode odvisen
tudi od preslikave med informacijskimi in kodnimi simboli, torej odvisen je kodirne
matrike.

Stevei poti in tez poti so zelo koristen pripomocek za ocenjevanje in izpeljevanje
razlicnih mej za napake pri odkodiranju z uporabo metode najverjetnejSega kan-
didata. Tudi mi jih bomo uporabili v petem poglavju, kjer se bomo ukvarjali z
odkodiranjem konvolucijskih kod.

S tem je poglavje, ki opisuje konvolucijske kode in nekatere njihove lastnosti z ma-
tematicnega stalisca konc¢ano. V naslednjem poglavju bo nasa pozornost usmerjena
v raziskovanje generatorskih matrik in ustreznih kodirnikov. Poskusili bomo izpe-
ljati kriterije, ki nam bodo iz razlicnih razredov matrik pomagali poiskati taksne
matrike, za katere bomo vedeli, da imajo nekatere prednosti pri prakticni izvedbi
konvolucijskih kod.



Poglavje 4

Algebrska struktura generatorskih
matrik

4.1 SplosSni pojmi

V poglavju Matematic¢ni model konvolucijskih kod smo prisli do matemati¢nega opisa
konvolucijskih kod, kjer so glavne vloge pripadle generatorski matriki in konvoluciji
zaporedij. Tukaj se bomo osredotocili na konvolucijsko matriko ter iz nekaterih
njenih algebraic¢nih lastnosti izpeljali nekaj karakteristik, ki nam bodo pomagale pri
izbiri optimalnih generatorjev in tako predstavili tudi nekaj koristnih napotkov za
konstrukcije optimalnih konvolucijskih kod.

Za raziskovanje algebrske strukture konvolucijskih kod bomo uporabljali pojem mo-
dula. Modul je struktura podobna vektorskemu prostoru, le da je definiran nad
kolobarjem (vektorski prostor pa je definiran nad poljem).

Definicija 4.1.1. Naj bo R kolobar z enoto 1. Njegove elemente imenujmo skalarje.
Imejmo Se mnoZico M z operacijama sestevanja (oznacimo jo s +) in mnozenja s
skalarjem (oznacimo jo z -). SesStevanje je notranja operacija (dvema elementoma
mnozice M priredi element mnoZice M ), mnoZenje pa zunanja (elementu mnoZice
M in elementu kolobarja R priredi element mnozice M ). Mnozica M je modul nad
kolobarjem R, ¢e M skupaj z obema operacijama zadosca naslednjim pogojem:

1. (M, +) je Abelova grupa.

2. Distributivnost: Za poljubna elementa mq, ms € M in poljuben skalar r € R velja

r-(my+me) =71 -my+7r-ms.

3. Distributivnost: Za poljuben element m € M wvelja 1-m = m n

(ri+m)-m=ri-m+ry-m,

za poljubna skalarja ri,r9 € R.

37
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4. Asociativnost: Za poljubne m € M in ri,ry € R velja

(r1-7re) -m =1y (ry-m).

Opomba: V prihodnje bomo znak - izpustili in namesto r - m pisali kar rm.

Iz definicije modula sledi, da je vsak modul, definiran nad poljem (namesto nad kolo-
barjem), dejansko vektorski prostor. Modul je torej bolj splosna algebrska struktura
z nekoliko Sibkejsimi lastnostmi.

Najprej se spomnimo Laplaceove formule za razvoj determinante matrike, ki pravi,
da je za poljubno matriko 7' njena determinanta enaka

detT = Z tigcig,
/=1

kjer je t;p (i, ¢)-ti element matrike 7" in C;, kofaktor za t;, (se pravi, ¢e ne upostevamo
predznaka Cj, lahko recemo, da je Cj minor 7). Mi bomo obravnavali matrike,
katerih elementi bodo iz kolobarja polinomov. Kot spremenljivko bomo v naslednjem
razdelku vpeljali operator zamika D.

Iz Laplaceovega razvoja sledi, da je vsak skupni polinomski faktor vseh minorjev ma-
trike 7'(D) tudi polinomski faktor determinante det 7'(D). Prav tako je vsak minor
velikosti ¢ X ¢ determinanta in ga lahko izrazimo s pomocjo njegovih (i — 1) x (i — 1)
minorjev. Torej je tudi najvecji skupni delitelj vseh determinant ¢ x ¢ podmatrik
polinomski veckratnik najvecjega skupnega delitelja vseh determinant podmatrik
velikosti (¢ — 1) x (i — 1). Omenjeni najvecji skupni delitelj determinant ¢ x ¢ pod-
matrik bomo odslej oznacevali z A;(D). To velja tudi v primeru, ko originalna
matrika ni kvadratna.

4.2 Konvolucijske kode in njihovi kodirniki

Pri neki informacijski stopnji R = k/n, k < n se morata vhodno zaporedje

U=...U_1UgULUY . ..,

kjer je u; = ul(-l)u?) . .ugk), ugj) €Fyzal <3<k, 1€Z,in izhodno zaporedje
V=...0_10901V2...,

Kjer je v; = v 0™ w9 € Fyzal < j <k, i€ Z, zaceti v nekem konénem

(pozitivnem ali negativnem) ¢asu in se lahko konc¢ata ali ne. Najpogosteje to izra-
zimo s pomocjo operatorja zamika D in piSemo

u(D)=... + u(_e)lD_1 + u((f) + uge)D1 + uge)D2 +...
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v (D)= ... + v(ﬁD_1 + v((f) + vy)Dl + 1)§€)D2 +...

Oglejmo si zdaj matemati¢no okolje, v katerem bomo delali.

Z F5((D)) oznac¢imo polje binarnih Laurentovih vrst. Vsak element

z(D) = iajiDi € F,((D)), r € Z,

vsebuje kvecjemu konéno mnogo ¢lenov, v katerih D nastopa v negativni potenci.
”(Casovnemu indeksu” r, v katerem se vrsta zacne, pravimo zamik Laurentove vrste
in ga ozna¢imo z zam(x(D)). Tako ima, na primer, vrsta

z(D)=D?+D+ D"+ D"+ ...

zamik enak zam(x(D)) = —2.

Oznacimo zdaj z Fy[[D]] kolobar formalnih poten¢nih vrst. Element

f(D) = Z f;D' € Fy[[D]]

je Laurentova vrsta brez ¢lenov z D-jem v negativni potenci. Torej je Fy[[D]] pod-
mnozica v Fo((D)). Elementu

f(D) = Z fz‘Di
i=0

z fo =1 recemo, da je brez zamika. Polinomi oblike p(D) = > p;D' imajo le
koncno mnogo pozitivnih potenc in so brez negativnih potenc. Torej je vsak polinom
z po = 1 brez zamika.

Mnozica binarnih polinomov Fs[D] je podmnozica v Fo[[D]] in zato tudi podmozica v
Fy((D)). MnozZenje polinomov v Fo[ D] je navadno mnozenje polinomov z operacijami
po modulu 2. Fy[D] ne more biti polje, ker ima samo polinom 1 multiplikativni
inverz. Za poljuben par polinomov z(D),y(D) € Fy[D], pri ¢emer je y(D) # 0, z
deljenjem sestavimo element z(D)/y(D). Vsi nenicelni elementi oblike x(D)/y(D)
tvorijo mnozico Fqo(D), ki je polje. Imenujemo ga polje binarnih racionalnih funkcij
in je podpolje v Fo((D)).

Oglejmo si Se s-terice elementov iz Fo[D], Fy[[D]], Fo(D) oziroma Fy((D)). Tako
s-terico

z(D) = (zV(D),zP(D), ..., z¥),

kjer so z(D),2®(D) ...z (D) € Fy((D)), lahko zapisemo kot vektor
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oo

z(D) =Y (", 2, D, rez,

kjer so komponente enake

z9(D) = Za:l(-j)Di, 1<j<s.
Torej lahko s-terice elementov iz Fy((D)) oznacimo z F5((D)) in dobimo s-dimenzi-
onalen vektorski prostor nad poljem binarnih Laurentovih vrst Fo((D)). Na podoben
nac¢in dobimo tudi F3[D], F5[[D]], F5(D).

Elementu x(D) € F4[D] recemo polinom. Stopnja elementa

i=0

je m, pri predpostavki, da (x,(ﬁ), a:g), . ,xﬁﬁ)) #(0,0,...,0).

Vrnimo se zdaj h konvolucijskim kodam in uporabimo vpeljane oznake, kjer bo
to primerno ter si oglejmo, kaj lahko izvemo z uporabo le-teh in nekaterih znanih
dejstev o definiranih objektih.

Oznacimo z w(D) € F&((D)) vhodno zaporedje ter z v(D) € F3((D)) izhodno zapo-
redje za konvolucijski kodirnik z informacijsko stopnjo R = k/n. Vpeljimo Se pojem
1zvedljivosti.

Definicija 4.2.1. Racionalna funkcija g(D) = f(D)/q(D) je izvedljiva, ée je q(D)
brez zamika. Matriko G(D), katere elementi so racionalne funkcije, imenujemo
racionalna matri¢na funkcija prenosa. Racionalna matricna funkcija prenosa
G(D) za linearen sistem z ve¢ vhodi in/ali izhodi je izvedljiva, c¢e so njeni elementi
so 1zvedljive funkcije.

Zdaj imamo vse potrebno za formalno definicijo konvolucijske preslikave, ki bo
osnova za izpeljave razli¢nih lastnosti konvolucijskih kod.

Definicija 4.2.2. Konvolucijska preslikava z informacijsko stopnjo R = k/n nad
poljem racionalnih funkcij Fo(D) je linearna preslikava

7 F3((D)) — F3((D))
u(D) — (D),

ki jo lahko zapisemo kot

v(D) = uw(D)G(D),
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kjer je G(D) k x n matriéna funkcija prenosa z elementi iz Fo(D). Zaporedju v(D)
pravimo kodno zaporedje, ki izhaja iz informacijskega zaporedja u(D)

Naravna zahteva, ki se ob tej definiciji ponuja sama od sebe, je ta, da moramo biti
zmozni rekonstruirati informacijsko zaporedje u(D) iz kodnega zaporedja v primeru,
ko v kanalu ni Suma. Sicer bi bil transducer neuporaben. Torej mora biti transducer
injektiven, kar pa pomeni, da mora imeti matrika G(D) rang k nad poljem Fy(D).

Iz vsega povedanega je smiselna naslednja definicija.

Definicija 4.2.3. Konvolucijska koda C' z informacijsko stopnjo R = k/n nad Fy
je slika konvolucigskega transducerja informacijske stopnje R = k/n, katerega ma-
tricna funkcija prenosa G(D) je ranga k na Fo(D).

Opomba. Iz zgornje definicije sledi, da lahko na konvolucijsko kodo C z informa-
cijsko stopnjo R = k/n nad Fy s k x n matriko prenosa ranga k nad Fy(D) gledamo
tudi kot na linearno bloéno z informacijsko stopnjo R = k/n nad (neskon¢nim) po-
ljem Laurentovih vrst, zakodiranih z matriko G(D).

Od tukaj naprej bomo opazovali le izvedljive matri¢ne funkcije prenosa.

Definicija 4.2.4. Matricno funkcijo prenosa (konvolucijske kode) imenujemo ge-
neratorska matrika, ce je izvedljiva (in je polnega ranga).

Skladno s to definicijo re¢emo, da je izvedljiva matri¢na funkcija prenosa G(D) brez
zamika, ¢e za vsaj enega od njenih elementov f(D)/q(D) velja f(0) # 0. Ce ima
G(D) zamik, potem jo lahko zapisemo kot

G(D) = D'Ga(D),
kjer je i > 1 in G4(D) brez zamika.

Izrek 4.2.5. Vsaka konvolucijska koda C' ima generatorsko matriko, ki je brez za-
mika.

Dokaz. Naj bo G(D) generatorska matrika za C. Njene nenicelne elemente lahko
zapisemo v obliki

9ij(D) = D* f;;(D) /qi;(D),
kjer je s;; tako celo stevilo, da velja f;;(0) = ¢;;(0) =1,1 <7 <k, 1 < j <n. Torej
je s;; zamik zaporedja
9ij(D) = D* f;;(D)/qi;(D) = D + gy, ;1 D37 4.

Postavimo s = min{s;;}. Potem je
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G'(D) = D*G(D)

izvedljiva in brez zamika. Ker pa je D~* skalar v F»((D)), G(D) in G'(D) generirata
enako konvolucijsko kodo. Zatorej je G'(D) generatorska matrika kode C' in je brez
zamika. 0

Pravkar dokazani izrek nam pove, da vsako konvolucijsko kodo lahko zakodiramo
z veC bistveno razlicnimi kodirniki. Doslej smo v glavnem operirali z racionalnimi
funkcijami. Seveda se postavlja vprasanje, ¢e je mozno brez kakrsnihkoli izgub
prevesti dosedanja opazanja na polinome, ki nam, ¢e ne drugega, olajSajo marsikateri
izracun. Naslednji izrek nam bo pri tej prevedbi v veliko pomoc.

Izrek 4.2.6. Vsaka konvolucijska koda C ima polinomsko generatorsko matriko, ki
je brez zamika.

Dokaz. Naj bo G(D) neka izvedljiva generatorska matrika konvolucijske kode C,
ki je brez zamika. S ¢(D) oznacimo najmanjsi skupni veckratnik vseh imenovalcev
v izrazu

9i5(D) = D* fi;(D)/qi;(D).

Ker je ¢(D) polinom brez zamika, je

G'(D) = q(d)G(D)

polinomska generatorska matrika kode C, ki je brez zamika. [

Kodirniku s polinomsko generatorsko matriko brez zamika pravimo polinomski ko-
dirnik.

Seveda moramo biti pri izbiri generatorskih matrik izredno pozorni. Ne sme se
pripetiti, da zaradi koncnega Stevila napak pri prenosu sporocila prek kanala pri
odkodiranju ustvarimo neskontno mnogo napak. V takem primeru bi nevede popol-
noma narobe sklepali o sporocilu, ki nam je bilo poslano. Kaj lahko bi se zgodilo, da
popolnoma razumljivo vhodno sporocilo odkodiramo v nesmiselno sporocilo. Da bi
se takim situacijam izognili, najprej definirajmo "nezazelene” generatorske matrike.

Definicija 4.2.7. Generatorska matrika konvolucijske kode je katastrofiéna, ce ob-
staja tako vhodno informacijsko zaporedje w(D) z neskonéno mnogo nenicelnimi biti,
wy(u(D)) = oo, ki ga zakodiramo v kodne besede v(D) s konéno mnogo nenicelnimi
biti, wy(v(D)) < o0.

Katastroficnost je lastnost generatorske matrike. Vsaka konvolucijska koda ima tako
katastroficne kot nekatastroficne generatorske matrike. Iz vsega povedanega sledi,
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da je izbira generatorske matrike izrednega pomena pri sestavi kodirnika. Vpeljimo
definicijo kodirne matrike.

Definicija 4.2.8. Generatorski matriki G(D), za katero je matrika G(0) polnega
ranga, pravimo kodirna matrika.

Iz te definicije ter iz lastnosti, ki smo jih ze izpeljali, sledi naslednji izrek.

Izrek 4.2.9. Kodirna matrika je izvedljiva in brez zamika. O

4.3 Smithova oblika polinomske konvolucijske ge-
neratorske matrike

Preden nadaljujemo, podajmo Se eno definicijo, ki jo bomo potrebovali v nadaljeva-
nju.

Definicija 4.3.1. Kvadratno polinomsko matriko T'(x), katere determinanta je enaka
nekemu nenicelnemu elementu polja, imenujemo unimodularna matrika.

Torej so elementi inverza poljubne unimodularne matrike polinomi. Poleg tega pa
vsako polinomsko matriko S(z), za katero poznamo produkt S(x)7'(z) z neko dano
unimodularno, lahko pridobimo nazaj:

S(z) = [S(2)T ()T~ (x).

Unimodularne n x n matrike so enote kolobarja matrik velikosti n x n nad F[z].
Definicija 4.3.2. Za matriko P(z) velikosti k X n in ranga v bomo rekli, da je v
Smithovi obliki, ce velja

P(r) = A(x)Il(z)B(x),
kjer sta A(x) in B(x) unimodularni matriki in I1(x) k x n diagonalna matrika z r

invariantnimi polinomskimi faktorji matrike P(x) na diagonali in niclami drugod:

7 ()
Yo()

0 ... 0

Matriki I1(z) pravimo Smithova oblika matrike P(x), elementom ~;(x) pa inva-
riantni faktorji matrike G(x).
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Tudi inverz matrike, ki jo lahko zapiSemo v Smithovi obliki dobimo na preprost
nacin. Ker sta A(x) in B(z) unimodularni, imata inverz. Potem lahko pisemo

P~ (z) = B~ (2)IT" (z)A™ (@),

kjer je II"!(x) matrika z diagonalnimi elementi v; *(z). Torej je matrika P~!(z)
polinomska takrat, ko so invariantni faktorji skalarji.

4.3.1 Smithov algoritem

V zacetnem razdelku tega poglavja smo se opremili z orodji, ki nam omogocajo
konstrukcijo algoritma, ki pripelje matriko iz njene osnovne oblike v Smithovo obliko.
Ta algoritem bomo seveda imenovali Smithov algoritem. V grobem algoritem sestoji
iz niza matricnih operacij, ki jih izvajamo na neki dani matriki. Najprej bomo
opisali te operacije, potem bomo predstavili in dokazali Smithov algoritem ter na
koncu izpeljali Se nekaj lastnosti konvolucijskih kod, ki sledijo iz Smithove oblike
matrike.

Smithov algoritem deluje tako, da s kombiniranjem dveh elementarnih operacij naso
zacetno matriko P(z) pretvori v bloéno matriko

=75 py )

ki je ekvivalentna matriki P(x) in kjer je v(z) polinom. Prvi invariantni faktor po-
tem poiscemo iz prvega diagonalnega elementa matrike P’'(x). Za iskanje nadaljnih
invariantnih faktorjev uporabimo Smithov algoritem na matriki P”(z). Predposta-
vimo $e lahko, da ima P(x) vsaj en nenicelen element, sicer nimamo kaj racunati.
Vpeljimo Se operaciji, o katerih je bilo govora. Kljuénega pomena pri temu je, da obe
operaciji lahko predstavimo v matri¢ni obliki in tako operaciji na dani matriki izpe-
ljemo tako, da zac¢etno matriko mnozimo z matri¢no formo, ki predstavlja doloceno
operacijo.

Prva operacija je zamenjava dveh vrstic ali stolpcev. Predstavimo jo z (nesingularno)
matriko
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kjer sta enici izven diagonal v i-ti in j-ti vrstici. Za to matriko ocitno velja Pgl = Py
Prav tako velja det P;; = —1 = 1, ker racunamo v [Fs.
Druga izmed imenovanih opercij je dodajanje elementov ene wrstice (ali stolpca)

ustreznim elementom druge vrstice (ali stolpca), pomnozZenim z nekim polinomom iz
Fy[D].

Vidimo, da velja R[jl(p(D)) = Ri;(—p(D)) = Ri;(p(D)) ter det R;;(p(D)) = 1.
Spomnimo se Se, da matricno mnozenje z leve ustreza izvajanju operacij na vrsticah,
medtem ko mnozenje z desne ustreza izvajanju operacij na stolpcih.

Zdaj lahko podamo formulacijo kljucnega izreka tega poglavja.

Izrek 4.3.3 (Smithov izrek). Naj bo G(D) binarna polinomska matrika velikosti
k xn,k <n, ranga r. Potem lahko matriko G(D) zapiSemo kot
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kjer sta A(D) in B(D) binarni polinomski matriki zaporedoma velikosti k X k in
n X n in katerih determinanta je enaka 1 ter kjer je I'(D) Smithova oblika matrike
G(D).

Elementi matrike I'(D) so nenicelni elementi v;(D) € F5[D],1 < i <r,, so enoli¢no
doloceni polinomi in zadoScajo relaciji

"}/Z(D) ‘ ")/Z‘Jrl(D), 7 = 1, NN 1.

Ce 2 Ni(D) € Fy[D] oznacimo najvecji skupni delitelj vseh i x i poddeterminant (mi-
norjev) v G(D), potem velja

kjer je Ao(D) =1 po definiciji ini=1,2,...,7.

Dokaz. Ce je G(D) = 0, potem nimamo ¢esa dokazovati. Zato predpostavimo, da
je G(D) # 0.

Najprej moramo dokazati, da lahko s pomocjo elementarnih operacij (ki smo jih defi-
nirali pred izrekom) pridemo od matrike G(D) do matrike, katere element v zgornjem
levem kotu ni nicelen in ima najmanjso stopnjo med vsemi nenic¢elnimi elementi ma-
trike, ki jih lahko pripeljemo v zgornji levi kot z omenjenima operacijama. Zdaj pa
predpostavimo, da smo element z najmanjso stopnjo ze pripeljali v zgornji levi kot.
Oznacimo elemente v tej novi matriki z «;;(D),1 <i <k,1 <j <n. Delimo nek
element v prvi vrstici, a1;(D),j > 1, z a11(D). Potem velja:

a15(D) = a11(D)B;(D) + B1;(D),

kjer je deg(f1;(D)) < deg(aq1(D)). Zdaj pristejmo prvi stolpec, pomnozen z (D),
k j-temu stolpcu. Ta operacija zamenja aq;(D) z (1;(D). Torej, ¢e (y;(D) # 0,
dobimo matriko, katere elementu z najnizjo stopnjo smo le-to pravkar zmanjsali.
To proceduro ponovimo na novodobljeni matriki. Na podoben nac¢in ukrepamo
tudi takrat, ko hoc¢emo zmanjsati najnizjo stopnjo v prvemu stolpcu. O¢itno se
ta procedura enkrat konéa, saj na vsakemu koraku stopnjo zmanjsamo (dejansko
je opisani algoritem posplogitev Evklidovega algoritma za deljenje polinomov). Na
koncu dobimo neko matriko G'(D) = (5;;(D)), v kateri ima element (;(D) naj-
manjso stopnjo in deli tako (31;(D) kot tudi 5;1(D) za vse i in j. Z uporabo prej
definiranih operacij nato ”pocistimo” elemente v prvi vrstici in prvemu stolpcu (vse
elemente razen [311(D)). Tako dobimo matriko oblike
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0

GII(D)

Oznacimo (11(D) z y1(D).

Zdaj dokazimo, da deli v (D) vsak element v G”(D) = (6;;(D)). Ce to ne bi drzalo,
potem bi lahko s sestevanjem j-tega in prvega stolpca dobili nov prvi stolpec. S po-
navljanjem tega postopka bi v zgornjem levem kotu dobili element z manjso stopnjo
kot jo ima (311(D). To pa je protislovje. Zato lahko matriko pisemo v obliki

0

71(D)G*(D)

Ponavljanje pravkar opisanega postopka na matriki G*(D) nam da dokaz za prvi del
izreka.

Dokazimo zdaj, da na

A;(D) = najvecji skupni delitelj vseh i x 4 minorjev matrike G(D)

ne vplivajo elementarne operacije na vrsticah in stolpcih matrike G(D). Naj bo
A(D) = (a;;(D)) matrika velikosti k x k z elementi iz Fy[D], ki jo dobimo kot pro-
dukt elementarnih operacij na vrsticah matrike A(D). Potem je element na mestu
(i,7) v matriki A(D)G(D) enak

> ai(D)gy(D).
¢
Vrstice matrike A(D)G(D) so torej linearne kombinacije vrstic matrike G(D). Zato
so tudi (¢ x ¢)-minorji matrike A(D)G(D) linerane kombinacije 7 X ¢ minorjev ma-
trike G(D). Od tod pa ze sledi, da je najvecji skupni delitelj ¢ x ¢ minorjev matrike
G(D) delitelj najvecjega skupnega delitelja ¢ x ¢ minorjev matrike A(D)G(D). Ker
je det A(D) =1, je tudi A~1(D) polinomska matrika velikosti k X k. S ponavlja-
njem zgornje razlage za matriko A~!(D)(A(D)G(D)) lahko dokazemo, da je najvecji
skupni delitelj i X ¢ minorjev matrike A(D)G(D) delitelj najvecjega skupnega deli-
telja ¢ X 7 minorjev matrike A~'(D)(A(D)G(D)) = G(D). Od tod sklepamo, da sta
najvecja skupna delitelja ¢ x ¢ minorjev matrik G(D) in A(D)G(D) enaka. Ker pa je
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A(D) lahko produkt katerihkoli elementarnih operacij na vrsticah, smo pokazali, da
je A;(D) neodvisen od teh operacij. Podobno pokazemo, da enako velja za operacije
na stolpcih.

Iz pravkar dokazanega sledi identiteta

A;(D) = najvecji skupni delitelj vseh i x i minorjev matrike I'(D).

Iz I'(D) pa lahko preberemo, da velja

A (D) = n(D)y2(D) ...y (D),

oziroma, upostevajo¢ Ay(D) =1, Se

Ai(D)

=12,

Ker pa enolicnost A;(D),i = 1,2,...,r, implicira enolicnost v;(D),i = 1,2,...,7, je
dokaz koncan. O

Poglejmo, kaj pomeni Smithova oblika za konvolucijsko kodo in njeno morebitno
implementacijo. Matrikam A(D) in B(D) lahko recemo kar "mesalci”, saj opisujejo
permutacije, ki jih naredimo na zacetni generatorski matriki (ki je, mimogrede, pol-
nega ranga). Vhodna zaporedja premesamo v k x k mesalcu. Kar dobimo na izhodu
iz meSalcev pomnozimo z k invariantnimi faktorji. Dobljeni produkt skupaj z n — k
niclami pa ponovno premesamo v n X n mesalcu, da dobimo izhodna zaporedja. Vse
pravkar opisano lepo ilustrira spodnja slika.

i A -

@

ud - A [ v.(D) — v

. k x k . B .
mesalec

u®—— — V(D) = nxn
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Slika 13 - Kodiranje konvolucijske kode z uporabo Smithovega izreka
Naslednja trditev je direktna posledica Smithovega algoritma.

Posledica 4.3.4. Naj bo k < n. Vsako binarno polinomsko matriko T'(x) velikosti
k x n lahko zapisemo v Smithovi obliki. O

4.4 Ekvivalentne in bazi¢cne kodirne matrike

V komunikacijskem kontekstu je pomembno vedeti, kdaj dve matriki doloc¢ata enako
kodo, saj nam to omogoca sestavo najmanj kompleksnih kodirnikov. Zato vpeljemo
naslednjo definicijo ekvivalence kodirnih matrik in kodirnikov.

Definicija 4.4.1. Kodirni konvolucigski generatorski matriki G(D) in G'(D) sta
ekvivalentni, ce je rezultat njunega kodiranja enaka koda. Konvolucijska kodirnika
sta ekvivalentna, ce sta njuni generatorski matriki ekvivalentna.

Velja naslednja trditev.

Izrek 4.4.2. Konvolucijski generatorski matriki G(D) in G'(D) z informacijsko sto-
pnjo R = k/n sta ekvivalentni natanko takrat, ko obstaja taka nesingularna matrika
T(D) reda k x k nad Fo(D), da je

G(D) = T(D)G'(D).

Dokaz.

(=) Ce velja G(D) = T(D)G'(D), sta matriki G(D) in G'(D) ekvivalentni.

(<) Predpostavimo, da sta G(D) in G'(D) ekvivalentni. Naj bo g,(D) € F3(D) i-ta
vrstica matrike G(D). Potem obstaja tak u;(D) € F5(D), da je

9:(D) = wi(D)G'(D).

Naj bo zdaj]
uy (D)
uy(D)
Potem je
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kjer je T'(D) matrika velikosti k£ x k nad Fy(D). Oznacimo z S’(D) k x k nesin-
gularno podmatriko matrike G’(D) in z S(D) ustrezno k x k podmatriko matrike
G(D). Potem je S(D) = T(D)S'(D). Torejje T(D) = S(D)S'(D) " in zato je T(D)
matrika nad Fy(D). Ker ima G(D) kot generatorska matrika rang k, je tudi T7'(D)
ranga k in zato nesingularna. 0

Definicija 4.4.3. Konvolucijska generatorska (kodirna) matrika je bazi€na, ce je
polinomska in 1ma polinomski desni inverz. Konvolucijski kodirnik je bazicen, ce
je njegova generatorska matrika bazicna.

Za nadaljnjo obravnavo bazi¢nih matrik bomo potrebovali dve pomozni trditvi, ki
nam bosta pomagali izpeljati karakterizacijo bazicnih generatorskih matrik.

Trditev 4.4.4. Konvolucijska generatorska matrika G(D) z izvedljivim desnim in-
verzom je kodirna matrika.

Dokaz. Naj bo G™!(D) izvedljiv desni inverz matrike G(D). Torej velja

Ce vstavimo 0 namesto D, dobimo

G(0)G™H(0) = I,

torej ima G(0) poln rang. 0

Posledica 4.4.5. Bazicna generatorska matrika je bazicna kodirna matrika.

Zdaj smo pripravljeni na osrednji izrek tega razdelka.

Izrek 4.4.6. Vsaka racionalna generatorska matrika je ekvivalentna meki bazicni
kodirni matriksi.

Dokaz. Iz izreka 4.2.6 vemo, da ima vsaka racionalna generatorska matrika ekvi-
valentno polinomsko generatorsko matriko, ki je brez zamika. Ozna¢imo to ekviva-
lentno matriko z G(D). Kot vemo iz Smithovega izreka, G(D) lahko zapisemo v
obliki G(D) = A(D)I'(D)B(D), kjer sta A(D) in B(D) zaporedoma k X k inn x n

polinomski matriki z enotsko determinanto in je

71(D)

F(D) _ %(D)
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Naj bo G'(D) generatorska matrika, sestavljena iz prvih k vrstic matrike B(D).
Potem je

Ker sta tako A(D) kot tudi

71(D)
Y2(D)

V(D)

nesingularni matriki nad Fy(D), iz izreka 4.4.2 sledi, da sta G(D) in G'(D) ekvi-
valentni. Ker pa vemo tudi, da je G'(D) polinomska in ker ima B(D) polinomski
inverz, ima tudi G'(D) polinomski desni inverz (sestavljen iz prvih k stolpcev ma-
trike B7'(D)). Zato je G'(D) baziéna generatorska matrika. Zadnji izrek nam pa
pove, da je potem G'(D) bazitna kodirna matrika. O

Vsaka polinomska konvolucijska generatorska matrika ima polinomski desni inverz
brez zamika natanko takrat, ko v Smithovi formi velja v, (D) = 1. Zato velja nasle-
dnja trditev.

Izrek 4.4.7. Generatorska matrika je bazicna natanko takrat, ko je polinomska in
je (D) = 1.

Ta izrek nam da karakterizacijo bazi¢nih generatorskih matrik. S pomocjo Smitho-
vega izreka zdaj lahko strnemo dosedanje rezultate tega razdelka v sledeco trditev.

Izrek 4.4.8. Baziéno kodirno matriko G(D) lahko zapiSemo v Smithovi obliki kot

kjer je A(D) k x k polinomska matrika z enotsko determinanto, B(D) n x n poli-
nomska matrika z enotsko determinanto in T'(D) k x n matrike oblike
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Od tod pa sledi Se naslednji rezultat.

Posledica 4.4.9. Bazi¢na kodirna matrika je nekatastroficna. U

Oglejmo si Se, kako je z ekvivalenco bazi¢nih kodirnih matrik. Dejansko smo tako
orodja kot rezultate ze pripravili, zato nam preostane samo njihova formulacija.

Izrek 4.4.10. Bazicni kodirni matriki G(D) in G'(D) sta ekvivalentni natanko ta-
krat, ko je G'(D) =T(D)G(D), kjer je T(D) polinomska matrika velikosti k X k z
enotsko determinanto.

Dokaz.

(<) Naj bo G'(D) = T(D)G(D), kjer je T(D) polinomska matrika velikosti k x k z
enotsko determinanto. Po izreku 4.4.2 sta matriki G(D) in G'(D) ekvivalentni.
(=) Predpostavimo, da sta G(D) in G'(D) ekvivalentni. Po izreku 4.4.2 obstaja taka
nesingularna k x k& matrika T'(D) nad Fy(D), da je G'(D) = T(D)G(D). Matrika
G(D) je bazicna, zato ima polinomski desni inverz G=!(D). Zato je tudi matrika
T(D) = G'(D)G~}(D) polinomska. Enako sklepamo, ¢e zamenjamo vlogi G(D) in
G'(D). Na ta nacin dobimo G(D) = S(D)G’'(D) za neko polinomsko matriko S(D).
Od tod pa sledi, da je G(D) = S(D)T(D)G(D). Ker ima G(D) poln rang, lahko
sklepamo, da velja enakost S(D)T(D) = I. Ker pa sta S(D) in T'(D) polinomski,
morata imeti enotsko determinanto. S tem je dokaz koncan. Il

Za konec predstavimo Se eno uporabo pravkar dokazanega izreka.

Posledica 4.4.11. Najbo G(D) = A(D)I'(D)B(D) Smithova dekompozicija bazicne
kodirne matrike G(D) in naj bo G'(D) k X n polinomska matrika, sestavljena iz
proih k vrstic matrike B(D). Tedaj sta G(D) in G'(D) ekvivalentni baziéni kodirni
matriks.

Dokaz. Ker je G(D) bazitna, iz izreka 4.4.8 sledi, da je G(D) = A(D)G'(D), kjer
je A(D) k x k unimodularna matrika. 1z izreka 4.4.10 pa sledi nato zeljeni rezultat.[]

4.5 Minimalno-bazi¢ne in minimalne kodirne ma-
trike in kodirniki

4.5.1 Minimalno-bazi¢nost

V tem razdelku bomo iz razlicnih matri¢nih lastnosti izpeljali kar nekaj koristnih na-
potkov za implementacijo kodirnikov za prakticne namene. Kljuéni pojem razdelka
je minimalni kodirnik, torej tak kodirnik, ki rabi kar najmanj spomina za kodiranje
konvolucijske kode za dano generatorsko matriko.
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Na zacetku bomo vpeljali nekaj pojmov, s katerimi si bomo pomagali pri izpeljavi
zgoraj omenjenih lastnosti. Zacnimo z nekaj definicijami. Mozna dolZina i-tega
vhoda za polinomsko generatorsko matriko G(D)je enaka

v; = max {deg g;;(D)}.

1<j<n

Spomin polinomske generatorske matrike je maksimum moznih dolzin:

m = lrgzaé{yl}

Skupna mozna dolZina predstavlja vsoto moznih dolzin

k
VvV = E v;.
i=1

Polinomsko generatorsko matriko torej lahko implementiramo s pomocjo linearnega
zaporednega registra, ki sestoji iz £ pomicnih registrov, kjer ima ¢-ti register dolzino
v;, in katerega izhode racunamo kot vsote ustreznih vsebin pomi¢nih registrov po
modulu 2.

Zdaj bomo izpeljali karakterizacijo bazi¢nih kodirnih matrik, za katere potrebujemo
najmanj spomina za dani razred ekvivalentnih bazi¢nih kodirnih matrik. Definiraj-
mo najprej kljuéni pojem tega razdelka.

Definicija 4.5.1. Minimalno-bazi¢na kodirna matrika je taka bazicna kodirna
matrika, katere skupna dolZina v je najmangsa za vse ekvivalentne bazicne kodirne
matrike.

Kasneje bomo videli, da so minimalno-bazi¢ne matrike minimalne tudi v bolj splos-
nem smislu.

Oznacimo z G(D) bazi¢no kodirno matriko. Pomembno vlogo v prihodnjih izrekih
bodo igrali tudi koeficienti polinomov najvisje stopnje, ki jih bomo gledali po vrsti-
cah. Zato oznacimo z [G(D)], matriko, ki ima element 1 na mestu (4, j), za katerega
je deg g;;(D) = v; in 0 sicer.

Naslednji izrek predstavlja karakterizacijo minimalno-bazi¢nih kodirnih matrik.

Izrek 4.5.2. Naj bo G(D) bazicéna kodirna matrika velikosti k X n s skupno dolZino
v. Naslednje trditve so ekvivalentne:

(1) G(D) je minimalno-bazicna kodirna matrika.

(1) Maksimalna stopnja p vseh k X k poddeterminant za G(D) je enaka skupni
dolzini v.

(iii) Matrika [G(D))], je polnega ranga.
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Dokaz. Pisimo

G(D) = Go(D) + G1(D), (4.1)
kjer je

D"
D2
G1(D) = [G(D)]h
Dvx

Vsi elementi v i-ti vrstici matrike Go(D) imajo stopnjo, manjso od v;. Najvecja
stopnja p k x k poddeterminant matrike G(D) je manjsa ali enaka v. Ze iz same
oblike matrike G1(D) vidimo, da sta trditvi (ii) in (iii) ekvivalentni. Ostane torej
samo dokaz ekvivalence med (i) in (ii).

(i) = (ii): Predpostavimo, da je G(D) minimalno-bazi¢na. Predpostavimo prav
tako, da je p < v, kar pomeni da ima [G(D)], rang, manjsi od k. Oznacimo z
T1,T2,..., T} vistice matrike G(D) in z [rq],[re],. .., [rk] vrstice matrike [G(D)],.
Potem velja naslednja enakost:

[ro] + P+ 4+, ] =0 zai; €1,... k.

i-ta vrstica matrike G1(D) je enaka D"i[r;]. Brez izgube splosnosti lahko predposta-
vimo, da je v;, > v, 7 =1,2,...,d— 1. Ce izraz

DY~ DY [y ]+ D¥a~Vi2 DV [y ] + ... + DYia™Viao1 DYiaca [y ] =

D¥a(fra] + [ra) .+ [ri,)

pristejemo i4-ti vrstici matrike G1(D), dobimo ni¢elno vrstico. Podobno, ¢e izraz

r(D) = D"a Vip) 4+ DVia Viapy 4 . 4 DVia Vamgp,

pristejemo ig-ti vrstici matrike G(D), zmanjSamo najvisjo stopnjo v ig-ti vrstici
matrike G(D), medtem ko ostale vrstice v G(D) ostanejo nespremenjene. Tako torej
dobimo baziéno kodirno matriko, ki je ekvivalentna G(D) z manjso skupno stopnjo,
kot jo ima G(D). To je v protislovju s predpostavko, da je G(D) minimalno-bazi¢na
in zato lahko sklepamo, da je u = v.

(ii) = (i): Naj bo G'(D) bazitna kodirna matrika, ki je ekvivalentna G(D). 1z iz-
reka 4.4.10 sledi, da je G'(D) = T(D)G(D), kjer je T(D) k x k polinomska matrika
z enotsko determinanto. Ker je det T'(D) = 1, je najvisja stopnja k x k poddeter-
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invarianten za vse ekvivalentne bazicne kodirne matrike. Ker pa je ¢ manjsi ali enak
skupni dolzini vseh ekvivalentnih bazi¢nih kodirnih matrik, je tudi G(D) minimalno-
bazi¢na kodirna matrika. 0

Iz prejsnjega izreka in dejstva, da je p invarianten za vse ekvivalentne bazi¢ne kodirne
matrike, sledi naslednji rezultat.

Izrek 4.5.3. Naj bo G(D) k x n baziéna kodirna matrika z najvisjo stopnjo k X k
poddeterminant p. Potem ima G(D) ekvivalentno minimalno-baziéno kodirno ma-
triko s skupno dolzino . 0

Za izrac¢un minimalno-bazi¢nih matrik iz bazi¢nih kodirnih matrik obstaja algoritem,
ki ga lahko najdemo v [2] in ga tukaj ne bomo opisali, je pa uporaben tudi pri
izpeljavi rezultatov, ki sledijo in jih podajamo brez dokaza.

Izrek 4.5.4. Vsaka racionalna generatorska matrika je ekvivalentna neki minimalno-
bazicni kodirni matrika. O

Izrek 4.5.5. Mozne dolzine dveh ekvivalentnih minimalno-bazicnih kodirnih matrik
so enake do vrstnega reda natancno. 0

Izrek 4.5.6. Ekvivalentni minimalno-bazicni kodirni matriki imata enak spomin. [

4.5.2 Minimalnost

Kot je bilo ze obljubljeno, bomo v tem razdelku pokazali, da so minimalno-bazi¢ne
matrike minimalne tudi v bolj splosnem smislu. Za izpeljave, ki sledijo, bomo po-
trebovali nekaj zacetnih definicij. Pomicni register ali kakrsnokoli realizacijo neke
generatorske matrike bomo v tem razdelku imenovali izvedba.

Definicija 4.5.7. Stanje kodirnika o neke izvedbe racionalne generatorske ma-
trike G(D) je vsebina njegovih spominskih elementov (oz. registrov). MnoZico stanj
kodirnika tmenujemo prostor stanj kodirnika.

Ce je G(D) polinomska matrika, je dimenzija prostora stanj kodirnika enaka skupni
mozni dolzini v matrike G(D).

Definicija 4.5.8. Naj bo G(D) racionalna generatorska matrika. Abstraktno sta-
nje s(D), ki ustreza vhodnemu zaporedju w(D), je zaporedje izhodov v ¢asu 0 in ka-
sneje, ki jih dobimo iz tistega dela w(D), ki se pojavi do ¢asa —1 in mu nato sledijo
nicle. MnoZici vseh abstraktnih stanj pravimo prostor abstraktnih stanj.

Poudarimo, da je abstraktno stanje odvisno le od generatorske matrike in na noben
nac¢in od njene izvedbe. Stevilo stanj kodirnika je vecje ali enako od stevila abstrak-
tnih stanj. Razlicna abstraktna stanja morajo izhajati iz razlicnih stanj kodirnika v
casu 0.
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Oznac¢imo s P projekcijo, ki zaporedja odreze tako, da se kon¢ajo v ¢asu —1 in s
() = 1 — P projekcijo, ki odreze zaporedja tako, da se zacnejo v ¢asu 0. Za zaporedje
u(D) = ugD* + ug D+ L

torej velja

. ’U,dDd + ud+1Dd+1 + ...+ ’U,,lD_l, d<0
u(D)P = { 0. 4> 0

n

’U;(D)Q = UO+U1D+UQD2 + ...

Iz definicije projekcij je ocitno, da velja P 4+ ) = 1. Torej lahko abstraktno stanje
s(D), ki ustreza stanju kodirnika u(D) zapisemo kot

s(D) = u(D)PG(D)Q.

Prostor stanj kodirnika za generatorsko matriko s skupno mozno dolzino v ima 2"
stanj.

Stevilo abstraktnih stanj bo imelo kljuéno vlogo pri karakterizaciji minimalnih ko-
dirnikov in ustreznih generatorskih matrik. Podajmo najprej lemo, ki jo bomo
nato uporabili pri izpeljavi Stevila abstraktnih stanj za minimalno-bazi¢ne kodirne
matrike.

Lema 4.5.9. Naj bo G(D) minimalno-bazic¢na kodirna matrika in naj bo

n

wD)= > W, W, ... WD,

i=—m

kjer je m spomin matrike G(D) in n > —m. Ce je w(D)G(D)Q =0, potem je
u(D) = 0.

Dokaz. Naj bo
v(D) =u(D)G(D).
Po predpostavki leme je

v(D)Q = u(D)G(D)Q = o.

Torej mora biti vsak koeficient za D?,i > 0, v vrsti v(D) enak 0. Ce pisemo matriko
G(D) v obliki (4.1), imamo
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D"
Dv2
v(D) = u(D)Go(D) + u(D) . [G(D)],,
Dve

Brez izgube splosnosti lahko predpostavimo, da je

M=V =Vy=...=Vp > Vpr1 > ... V.
Tedaj je koeficient pri D™ m +n > 0, v v(D) enak

(M, w0 B0, 0)[G(D)],,.

Ta izraz pa mora biti po predpostavki u(D)G(D)@Q = 0 enak 0. Ker je namre¢ G(D)

minimalno-bazi¢na, ima [G(D)], rang k. Zato velja ug) = ug) =...= ug) =0. 7Z

nadaljevanjem tega sklepa pa pridemo do u(D) = 0. 0

Naslednji izrek nam bo karakteriziral minimalne izvedbe (torej, izvedbe z najmanj
spominskimi elementi) za dano minimalno-bazi¢no kodirno matriko.

Izrek 4.5.10. Naj bo G(D) minimalno-bazicna kodirna matrika, katere skupna
mozna dolZina je enaka v. Tedaj je

t{abstraktna stanja} = 2".

( & oznacuje kardinalnost dane mnoZice.)

Dokaz. Vhodna zaporedja oblike

w(D) = (30w, S W@ s D)

nam dajo vsa mozna stanja kodirnika v ¢asu 0. Torej imamo abstraktna stanja

s(D) = u(D)G(D)Q.

Vsako abstraktno stanje lahko dobimo na ta nacin. Torej je

t{abstraktna stanja} < 2".

Za dokaz enakosti je zaradi linearnosti dovolj pokazati, da je u(D) = 0 edini vhod,
ki proizvede abstraktno stanje s(D) = 0. To dejstvo pa sledi iz prejsnje leme. [

Zdaj lahko vpeljemo minimalnost.
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Definicija 4.5.11. Konvolucijska generatorska matrika je minimalna, ce je Stevilo
njenth abstraktnih stanj najmanjse med vsemi njej ekvivalentnimi generatorskimi
matrikama.

Za karakterizacijo minimalnih generatorskih matrik bomo potrebovali Se nekaj po-
moznih trditev.

Lema 4.5.12. Samo nicelno abstraktno stanje minimalno-bazicne kodirne matrike
G(D) je lahko kodna beseda. O

Lema 4.5.13. Naj bo G(D) generatorska matrika ekvivalenta minimalno-bazicni
kodirni matriki G,,p,. Potem velja:

t{abstraktna stanja za G(D)} > #{abstraktna stanja za Gp(D)}.00

Iz obeh pravkar podanih trditev sledi naslednja trditev.

Trditev 4.5.14. Vsaka minimalno-bazicna kodirna matrika je minimalna kodirna
matrika. O

Vzemimo neko Laurentovo vrsto f(D). Razpon vrste f(D) je interval, dolocen z
indeksi prve in zadnje nenicelne komponente v f(D), ¢e slednja obstaja. Ce zadnja
nenicelna komponenta ne obstaja, je razpon neskoncen. Torej je

[del f(D),deg f(D)], cedeg f(D) < o0
razpon f(D) = { [del f(D), oog)g, sicerg

("del” oznacuje prvo nenegativno komponento, "deg” pa stopnjo f(D).)

Vse ugotovitve tega podrazdelka povzamemo v naslednjem izreku.

Izrek 4.5.15. Naj bo G(D) generatorska matrika in G,(D) njej ekvivalentna
minimalno-bazicna kodirna matrika. Naslednje trditve so ekvivalentne:

(1) G(D) je minimalna generatorska matrika.
(i1) t{abstraktna stanja za G(D)} = t{abstraktna stanja za G,(D)}
(i1i) Samo nicelno abstraktno stanje za G(D) je lahko kodna beseda.

(iv) Matrika G(D) ima polinomski desni inverz spremenljivke D in polinomski desni
inverz spremenljivke D1,

(v) razpon u(D) C razpon u(D)G(D) za vsa racionalna vhodna zaporedja u(D).
0

Dokaz tega izreka bomo izpustili, saj smo vecino trditev v izreku omenili v pripravah
na formulacijo izreka. Iz tega izreka in izreka 4.4.4 pa ocitno sledijo Se naslednje
trditve.
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Posledica 4.5.16. Minimalna generatorska matrika je minimalna kodirna matrika.

Posledica 4.5.17. Minimalna kodirna matrika je nekatastroficna.

Za konec razdelka podajmo Se definicijo minimalnega kodirnika, ki predstavlja iz-
vedbo minimalne kodirne matrike.

Definicija 4.5.18. Minimalni kodirnik je izvedba minimalne kodirne matrike
G(D) z minimalnim $tevilom spominskih elementov za vse mozne izvedbe G(D).

4.6 Sistematicni konvolucijski kodirniki

Med konvolucijskimi kodami velja omeniti tudi kode, pri katerih lahko iz kodne
besede preberemo vhodno informacijo.

Definicija 4.6.1. Konvolucijskemu kodirniku z informacijsko stopnjo R = k/n, pri
kateremu k vhodnih informacijskih zaporedij nastopa nespremenjeno v n kodnih za-
poredjih pravimo sistematicni kodirnik, njegovi generatorski matriki pa siste-
mati¢na generatorska matrika.

Ce konvolucijsko kodo kodiramo s pomocjo sistematicne generatorske matrike, po-
tem lahko vedno permutiramo njene stolpce tako, da k (nespremenjenih) vhodnih
informacijskih zaporedij nastopi na zacetku n kodnih zaporedij. Ker vemo, da nam
permutacije stolpcev zacetne generatorske matrike dajo ekvivalentno generatorsko
matriko in zato tudi isto konvolucijsko kodo, lahko brez izgube splosnosti piSemo
sistematicne generatorske matrike v obliki

G(D) = (It R(D)),

kjer sta Ij enotska matrika reda k in R(D) matrika velikosti k& x (n — k), katere
elementi so racionalne funkcije v . D. Dodajmo Se, da je sistematic¢nost lastnost ge-
neratorske matrike in ne konvolucijske kode. To sledi iz dejstva, da koda ni odvisna
od konkretne konvolucijske preslikave. Koda je namre¢ mnozica kodnih zaporedij,
ki izhajajo iz mnozice vhodnih zaporedij. Zato ima vsaka konvolucijska koda tako
sistematicne kot nesistematicne generatorske matrike.

Sistematicne konvolucijske generatorske matrike so ponavadi lazje za implementa-
cijo. Njihovi desni inverzi so trivialni. Dokler se omejujemo na polinomske genera-
torske matrike (drugace receno, ne uporabljamo povratnih pomiénih registrov) pa
so manj moc¢ne, kadar jih uporabljamo v kombinaciji z odkodiranjem na principu
najverjetnejsega kandidata.

Ker vsebuje sistemati¢na generatorska matrika enotsko podmatriko reda k x k, je
ocitno, da velja naslednji rezultat.
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Izrek 4.6.2. Vsaka sistematicna generatorska matrika je sistematicna kodirna ma-
trika. O

Prav tako vemo, da je v vsaki bazi¢ni kodirni matriki najvecji skupni delitelj vseh
k x k minorjev enak 1. Zato mora obstajati k X k podmatrika, katere determinanta
je polinom brez zamika, saj bi bile sicer vse poddeterminante deljive z D. Ce pa ma-
triko z leve pomnozimo z inverzom prej omenjene podmatrike, dobimo ekvivalentno
sistematicno kodirno matriko, ki je morda racionalna. Zgornja razlaga predstavlja
skico dokaza naslednjega izreka.

Izrek 4.6.3. Vsaka konvolucijska generatorska matrika je ekvivalentna neki siste-
maticnt racionalnt kodirni matrikz. 0]

Pred zakljuckom tega razdelka pa povejmo Se kaj o minimalnosti sistemati¢nih ko-
dirnih matrik. Ze prej smo videli, da ima vsaka sistemati¢na kodirna matrika obliko

G(D) = (Ir R(D)),

kjer je Iy enotska matrika reda k, R(D) pa k x (n — k) matrika, katere elementi so
racionalne funkcije spremenljivke D. Desni inverz matrike G(D) je n x k matrika

oblike
—1 R
G (D)_< 4 )

ki je o¢itno polinom v D in D~!. Zato velja tudi izrek, s katerim kon¢ujemo razdelek
o sistematicnih generatorskih matrikah.

Izrek 4.6.4. Vsaka sistematicna kodirna matrika je minimalna. U

4.7 Kanonic¢ne generatorske matrike

Kot smo v predhodnih razdelkih videli, lahko konvolucijsko kodo definiramo s po-
mocjo razlicnih vrst generatorskih matrik, vkljuéno s tistimi, katerih elementi so
racionalne funkcije spremenljivke D. NaSa pozornost je bila usmerjena predvsem v
polinomske matrike. V tem razdelku bomo izpostavili Se eno prav posebno vrsto ge-
neratorskih matrik, ki so zelo zanimive za implementacijo. Imenujemo jih kanonicne
generatorske matrike konvolucijske kode.

Preden podamo formalno definicijo kanoni¢nih generatorskih matrik, vpeljimo nekaj
pojmov, ki nam bodo v pomo¢ v nadaljevanju. Oznac¢imo z G(D) k X n polinomsko
matriko z (7, j)-tim elementom g;;(D). Maksimalni stopnji elementov v i-ti vrstici
recimo stopnja i-te vrstice matrike G(D). Dodatno imenujmo vsoto stopenj vrstic
matrike G(D) zunanja stopnja matrike G(D) in jo oznacimo z extdeg G(D).
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Definicija 4.7.1. Kanoni¢na generatorska matrika konvolucijske kode C' je
polinomska generatorska matrika, ki ima med vsemi polinomskimi generatorskimsi
matrikami konvolucijske kode C' najmanjso zunanjo stopnjo.

Vsaka konvolucijska koda ima kanoni¢no generatorsko matriko. Stopnji kanoni¢ne
generatorske matrike recemo stopnja kode C'.

Imejmo k x n polinomsko matriko G(D), kjer je k < n. Vseh k x k minorjev matrike
G(D) je (}). Notranja stopnja matrike G(D) z oznako intdeg G(D) je maksimalna
stopnja med vsemi k£ X k minorji matrike G(D).

Definicija 4.7.2. Bazi¢na generatorska polinomska matrika konvolucijske kode je
katerakoli polinomska generatorska matrika z najmanjso notranjo stopnjo.

Podajmo Se eno definicijo, ki jo bomo uporabljali pri dokazovanju izrekov tega raz-
delka.

Definicija 4.7.3. Polinomska matrika G(D) je reducirana, ce ima G(D) naj-
mangso zunanjo stopnjo med vsemi polinomskimi matrikami oblike UG, kjer je U
k x k unimodularna matrika.

Ker lahko vsako unimodularno matriko predstavimo kot produkt elementarnih ma-
trik, je matrika reducirana ¢e in samo ¢e njene zunanje stopnje ne moremo zmanjsati
z zaporedjem elementarnih operacij na vrsticah dane matrike. Obstaja nekaj ekvi-
valentnih formulacij bazi¢nih in reduciranih matrik. Spodaj jih bomo podali brez
dokaza. Omenimo le, da so nastete ekvivalence samo nekatere izmed doslej znanih.
Zato bomo omenili le najbolj nazorne.

Izrek 4.7.4. Naj bo G(D) polinomska generatorska matrika (n,k) konvolucijske
kode. Matrika G(D) je baziéna ce in samo cée velja katerikoli od sledecih trditev.

(i) Najvecji skupni delitelj k x k minorjev matrike G(D) je 1.
(11) Obstaja taka polinomska n x k matrika K, da je GK = Ij.
(iii) Ce je ¢ € F}[D] in ¢ = G, potem je & € F5[D]. O

Trditev (éiz) pravi, da ¢e je G(D) bazi¢ni kodirnik in je izhod polinomski, je taksen
tudi vhod.

Za opis dodatnih ekvivalentnih trditev pa vpeljimo Se pojem stopnje vektorja v(D)
iz F"[D]. Le-ta je enaka najvecji stopnji komponent tega vektorja. (Opozorimo
tudi, da je taksna definicija v skladu z definicijo "stopnje” matrike.) Zdaj lahko
formuliramo tudi naslednjo karakterizacijo.

Izrek 4.7.5. Naj bo G(D) k x n polinomska matrika in naj bo g,(D) njena i-ta
vrstica. Naslednje trditve so ekvivalentne.
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(i) Matrika G(D) je reducirana.

(i1) intdeg G(D) = extdeg G(D).

(iii) Za poljuben x(D) = (z1(D), ..., z(D)) € F5[D], velja
deg(x(D)G(D)) = lrg?gc{deg z;(D) + deg g;(D)}.

Lastnosti (ii) pravimo predvidljiva lastnost stopnje reduciranih matrik.

Zelo prikladno bi bilo, ¢e bi veljalo, da je vsaka polinomska generatorska matrika
(n, k) konvolucijske kode kanoni¢na natako takrat, ko je bazi¢na in reducirana. Na
sreco je tako karakterizacijo mozno dokazati. V pomo¢ nam bo priskocila naslednja
lema.

Lema 4.7.6. Naj bo G(D) k x n polinomska matrika nad Fo(D) k <mn. Naj bo
N nesingularna k X k polinomska matrika z elementi iz Fo[D]. Veljajo naslednje
trditve:

(i) intdeg NG = intdeg G + degdet V.
(i1) intdeg G < intdeg NG. Enacaj velja natanko takrat, ko je N unimodularna.
(117) intdeg G < extdeg G.

Dokaz.

(i) Opazimo najprej, da so k x k podmatrike matrike NG natanko podmatrike
matrike G pomnozene z N z leve. Torej so k X k minorji matrike NG enaki
k x k minorjem matrike G pomnozenim z det V. S tem je dokaz za (i) koncan.

(ii) Sledi neposredno iz (7).

(iii) Oznac¢imo z m; stopnjo i-te vrstice matrike G. Potem je zunanja stopnja
enaka extdeg G = mq +ms + ...+ my. Vsak k x k minor matrike GG je vsota
ustreznih produktov elementov G, ki imajo v vsakem produktu po en faktor v
vsaki vrstici. Od tod lahko sklepamo, da je stopnja produkta z najvisjo stopnjo
najveC¢ my + mo + ... + my, kar pomeni, da je to najvecja stopnja minorja. Od
tod pa ze dobimo intdeg G' < extdeg G.

O

Po vseh zgornjih pripravah lahko dokazemo centralni izrek tega razdelka, ki se glasi

Izrek 4.7.7. Polinomska generatorska matrika (n, k) konvolucijske kode C' je kano-
nicna ¢e in samo ce je bazicna in reducirana.
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Dokaz.

(=) Naj bo G(D) kanoni¢na generatorska matrika za C. Ker vemo, da imajo
bazicne generatorske matrike skupno notranjo stopnjo, le-to oznac¢imo z dy. Nato
med bazi¢nimi generatorskimi matrikami izberemo tako matriko Go(D), katere zu-
nanja stopnja je ¢éim manjsa. Ce z U (D) oznacimo poljubno unimodularno ma-
triko, lema 4.7.6 pove, da velja intdeg UGy = intdeg Go = dy. Po definiciji Gy je
extdeg UGy > extdeg G (ker UGy generira kodo ('), kar pa ze pomeni, da je Gy
reducirana. Ker pa ima Gy najmanjSo mozno notranjo stopnjo med polinomskimi
generatorskimi matrikami konvolucijske kode C, je intdeg Gy < intdeg GG. Iz leme
4.7.6 pa sklepamo, da je intdeg G < extdeg G. Iz kanoni¢nosti matrike G sledi
extdeg G < extdeg G. Torej

intdeg G < intdeg G < extdeg GG < extdeg Gy.

Iz prej dokazanega dejstva, da je Gy reducirana in izreka 4.7.5 velja

intdeg Gy = extdeg Gj.

Zato imamo v prejsnji neenacbi povsod enacaj. Zato je intdeg G = intdeg G = dy,
kar pomeni, da ima G najmanjso notranjo stopnjo med vsemi polinomskimi genera-
torskimi matrikami kode C' in je zato tudi bazicna. Ker je tudi intdeg G = extdeg G,
je matrika GG tudi reducirana.

(<) Recimo, da je G bazi¢na in reducirana polinomska generatorska matrika kode
C. Naj bo G poljubna polinomska generatorska matrika kode C'. Lema 4.7.6 pove,
da je extdeg Gy > intdeg GGy. Ker je GG bazicna, je intdeg Gy > intdeg G. Vemo
tudi, da je G reducirana in zato intdeg G = extdeg G po izreku 4.7.5. S kombinira-
njem omenjenih neenakosti dobimo extdeg GGy > extdeg GG, od koder sledi, da je G
kanonicna. U

Izrek 4.7.7 pokaze, da je minimalna notranja stopnja poljubne polinomske genera-
torske matrike (n, k) konvolucijske kode C' tudi minimalna zunanja stopnja poljubne
polinomske generatorske matrike kode C', torej je enaka vsoti vrsticnih stopenj ka-
nonicne generatorske matrike. Kar pa na prvi pogled ni oc¢itno, je dejstvo, da je
mnozica vrsticnih stopenj kanoni¢ne generatorske matrike enolicno dolo¢ena. Ta
trditev bo trivialno sledila iz naslednje leme.

Lema 4.7.8. Naj bo G kanonicna generatorska matrika (n, k) konvolucijske kode
C. Preuredimo vrstice matrike G tako, da bodo stopnje vrstic zadoscale relaciji
my < mg < ... < my, kjer je m; stopnja i-te vrstice matrike G. Naj bo e G’ poljubna
polinomska generatorska matrika za C. Analogno preuredimo vrstice te matrike
tako, da stopnje vrstic m; zadoscajo my < my < ... < mj. Potem velja m; < m; za
1< <k.
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Dokaz. Naj bo g,(D) i-ta vrstica matrike G(D), za katero je degg,;(D) = m,.
Analogno naj bo g’;(D) i-ta vrstica matrike G’, za katero je deg g’;,(D) = m/. Pred-
postavimo, da trditev iz leme ne velja. Potem obstaja celo stevilo 7, za katerega
veljajo neenakosti my; <mj,...,m; <mj in mj; >mj,,. Najbo1<i<j+1
V tem primeru velja degg’;,(D) < mj+;. Vemo, da je ¢g’;(D) polinomska kodna
beseda oz. ”"polinomski izhod”, ter da je G(D) bazitna matrika. Torej mora obsta-
jati tak ”polinomski vhod” x;(D) = (z;1(D),...,zx(D)), da po izreku 4.7.4 velja
/

g (D) =x;(D)G. G je tudi reducirana, zato iz ”predvidljive stopenjske lastnosti”
iz izreka 4.7.5 sledi

m;, = degg’,(D) = degx;(D)G(D) = max {deg z;(D) + degg,(D)}

1<e<k

= g&ﬁ{deg zi(D) +my}.

Iz degg';(D) < mj4q sledi deg x;(D) = —oo za ¢ > j + 1. Z drugimi besedami, velja
(D) =0zal> 7+ 1. Ker je tudi g’;,(D) = x;(D)G mora g’,(D) biti polinomska
kombinacija prvih j vrstic matrike G za 1 <7 < j+ 1. Prvih 7+ 1 vrstic matrike
G je torej linearno odvisnih nad Fo(D), kar pa je protislovje. O

Pravkar dokazana lema nam da naslednji rezultat.

Izrek 4.7.9. Naj bo C neka (n, k) konvolucijska koda. MnoZica vrstiénih stopenj je
enaka za vse kanonicne generatorske matrike kode C'. Il

Tej enolicno doloc¢eni mnozici vrstiénih stopenj kanoni¢ne generatorske matrike kode
C' pravimo mnozica Forneyejevih indeksov kode C. Vsota Forneyevih indeksov je
enaka zunanji stopnji kanoni¢ne generatorske matrike, ki je tudi stopnja kode C', ki je
v bistvu isto kot skupna dolzina kode C'. Ce z m ozna¢imo stopnjo kode, lahko kodo
oznacimo s trojico (n, k,m). Viterbijev algoritem zahteva 2™ stanj, ¢e uporabljamo
kanonic¢en kodirnik. V primeru, ko za konstrukcijo kodirnika uporabimo kanoni¢no
generatorsko matriko, je spomin kodirnika enak najve¢jemu Forneyevemu indeksu.
Iz leme 4.7.8 vidimo, da je spomin kodirnika, izpeljanega iz poljubne polinomske ge-
neratorske matrike, vecji ali enak spominu kode. S tem sklepom kon¢ujemo razdelek
o kanoni¢nih matrikah in kodirnikih.



Poglavje 5

Odkodiranje

5.1 Viterbijevo odkodiranje s trdim odlo¢anjem

V tem poglavju si oglejmo najbolj znan postopek za odkodiranje sporocil, ki so
zakodirana s konvolucijsko kodo in preneSena po nekem komunikacijskem kanalu.
Nasel ga je Viterbi leta 1967.

Za zacetek predpostavimo, da smo zakodirali sporocilo w; = (u;(1),...,u;(k)) za
1=0,1,...,L —1 s pomoc¢jo generatorske matrike G in pri tem dobili kodno be-
sedo v; = (v;(1),...,v;(n))zat=0,1,..., L +m — 1. Hkrati recimo, da smo prejeli

sporocilo r; = (r;(1),...,r;i(n)) zai=0,1,...,L+m — 1.

Najprej definirajmo teZo poti v mreznem diagramu. Naj bo e povezava med stanjema
svcasui—11in s’ v casui. TeZa povezave e je Hammingova razdalja med oznako
na povezavi e in kosom (i — 1) prejetega sporocila v casu i — 1. TezZa poti P je
potemtakem vsota tez vseh povezav poti P. Torej sta tezi povezave in poti odvisni
od prejetega vektorja, ki predstavlja sporocilo, kot ga poznamo, potem ko smo ga
prejeli preko komunikacijskega kanala.

Oznac¢imo zdaj z ag nicelno stanje v ¢asu 0. Naj bo P pot, katere zacetek je v ag
in konec v s v ¢asu ¢. Taki poti bomo rekli, da je prezivela v casu i, Ce je njena
teza najmanjsa med vsemi potmi z zacetkom v ag in koncem v stanju s v casu .
Mnozico vseh v ¢asu i prezivelih poti, ki se zacnejo v ag in koncajo v stanju s v ¢asu
i oznac¢imo s S(s,1).

Vpeljimo Se nekaj drugih oznak in pojmov. Naj bo P pot z zacetkom v ag in
koncem v ¢asu . Oznac¢imo s y(P) kodno besedo, pridruzeno P, Kjer je yp(i) oznaka
povezave v P, ki povezuje stanji v ¢asu ¢ in casu ¢+ 1 za 0 < ¢ < I. Ustrezno naj bo
u(P) sporocilo, pridruzeno P, Kjer je up(i) tisti vhodni kos informacije, ki na poti
P pripelje iz stanja v ¢asu ¢ v stanje v ¢asu i + 1 za 0 < i < min[/, L].

Zdaj imamo na voljo vse potrebno za predstavitev Viterbijevega algoritma.

65



POGLAVJE 5. ODKODIRANJE 66

Viterbijev algoritem

. Narisi ustrezen mrezni diagram za G in zamenjaj oznake na povezavah s tezo
povezav. Oznaéi nicelno stanje (npr. z a).

II. Izracunaj S(s, 1) za vsa stanja na mreznem diagramu iz prejSnjega koraka.

II. Za i =2,3,..., L+ m iz S(s,i — 1) izrac¢unaj S(s,?) za vsa stanja s na na-
slednji nacin: za vsako stanje s’ in vsako povezavo e iz s’ v s, sestavi pot P tako,
da poti P' dodas povezavo e, kjer je P’ € S(s';i—1). P dodaj v S(s,1), ce je
najmanjse teze med vsemi na omenjeni nacin sestavljenimi potmi.

IV. Najblizji sosed v je katerikoli yp za P € S(s, L+ m), dobljen iz sporocila
u(P).

Trditev 5.1.1. Viterbijev algoritem pravilno poisce najblizjo kodno besedo.

Dokaz. Najblizji sosed y za v je yp, ki ga dobimo za neko pot P € S(a, L +m), saj
vsebuje S(a, L +m) vse najkrajse poti od ag do a1y, 2z L +m povezavami (arm,
je nicelno stanje v ¢asu L + m. Torej je potrebno preveriti le to, da koraka II in III
pravilno izracunata S(a, L + m). To pa bo zagotovo drzalo, ¢e dokazemo, da koraka
IT in III pravilno izracunata S(s,7). Korak II po definiciji rezultira v S(s, 1) za vsa
stanja 5. Ce vzamemo P € S(s, 1), je le-ta sestavljen iz poti P’, ki se konca v ¢asu
71— 1 v stanju &', in povezave e iz stanja s’ v stanje s. Recimo, da P’ ne pripada
S(s',i —1). Potem obstaja pot P” od ag do s’ v éasu i — 1 z manjso tezo. Potem pa
ima tudi pot sestavljena iz P” in povezave e, ki kon¢a v stanju s v ¢asu ¢, manjso
tezo kot P. To pa je protislovje. Od tod sledi, da korak III pravilno doloci S(s, 1),
s tem pa je dokazana tudi pravilnost algoritma. 0

Iz pravkar povedanega sledi, da je v primeru trdega odlo¢anja Viterbijev algoritem
ekvivalenten iskanju prejetemu sporocilu najbolj verjetnega kandidata znotraj dane
mnozice kodnih besed. Temu postopku pravimo tudi iskanje najbliZjega soseda. Pri-
pomnimo, da iz zgornje trditve ne sledi, da je odkodirano sporocilo res originalno
sporocilo, ki je bilo poslano, saj je pravilnost odkodiranja odvisna tudi od stevila na-
pak, ki nastopijo med prenosom. Torej je odkodirano sporocilo enako kot originalno
v primeru, ko pri prenosu ni prislo do prevelikega stevila napak.

Primer:

Izberimo konvolucijsko kodo z informacijsko stopnjo R = 1/2, spominom m = 2 in
kodirno generatorsko matriko G(D) = (1 + D + D? 1+ D?). Predpostavimo hkrati,
da komuniciramo preko binarnega simetricnega kanala, za katerega je 0 < & < 1/2
(torej odkodirnik uporablja princip trdega odlocanja). Zaradi enostavnosti predpo-
stavimo, da smo zakodirali le 6 vhodnih bitov in dodatni dve 0 na koncu (na ta nacin
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pripeljemo kodirnik v nic¢elno stanje; posledi¢no, seveda, pa tudi kodo pretvorimo v
blocno).

Predpostavimo, da smo prejeli sporoc¢ilo » = 1101110110010111. Uporabimo Viter-
bijev algoritem za odkodiranje. V ta namen bomo uporabili tudi mrezno predsta-
vitev konvolucijske kode s kodirno matriko G(D) = (1 + D + D?*1 + D?) (glej sliko
14). V vsakem casovnem trenutku na izhodu dobimo dva bita. Na sliki je pari preje-
tih bitov sporocila r v vsakem trenutku ponazorjeni nad mrezo. Mreza za korak I je
dana na naslednji sliki. Zaradi lazjega razumevanja bomo uporabili tudi naslednje
oznake za stanja kodirnika: a = 00,0 = 01,c = 10 in d = 11 ter s; za stanje s v casu
1. Torej, nicelno stanje v casu 0 je ag.

y= 11 01 11 01 10 01 01 11

) 6}%

Slika 14 - Mrezna predstavitev konvolucijske kode za matriko G(D)

Za korak IT dobimo S(a, 1) = {apa1}, S(b,1) =0, S(c,1) = {apc1 } in S(d,1) = 0. Z
uporabo koraka III pois¢emo S(s, 2). Dobimo S(a,2) = {agaias}, S(b,2) = {apc1bs},
S(c,2) = {aparca} in S(d,2) = {apcrda}; takoj opazimo, da se vse poti v S(s,2)
zacnejo z bodisi {apa;} bodisi {agc1}, ki pa sta poti v S(s',1). Poglejmo zdaj,
kako dobimo S(a,3). Pogledamo v vsak S(s,2), od koder vidimo, da imamo le dve
moznosti: prva je pot agaias, ki ji dodamo povezavo asasz, kar nam da agajasas,
druga pa je pot agcibs, ki ji dodamo povezavo bsag, kar nam da agcibsas. Izracun
teze poti nam pove, da ima prva pot tezo 5, medtem ko ima druga pot tezo 2.
Zato je S(a,3) = {apc1beasz}. Podobno najprej izrac¢unamo preostale S(s,3), nato
pa nadaljujemo do S(a,8). Slika 15 kaze poti, ki se pojavijo med izra¢unom vseh
S(s,1); prav tako so v vsaki tocki mreze dane tudi teze poti od ag do ustrezne tocke.
Dodajmo 8e, da obstajajo tudi poti, ki se koncajo v neki vmesni tocki (npr. aga;cs).
To se zgodi, kadar je teza poti, sestavljena iz neke poti in Se ene povezave, vecja od
teze neke druge poti, ki ima enako konc¢no tocko.
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2 1 1 1 2

a=00 e

b=01
c=10
d=11 0 1 3 3 2

Slika 15 - Poti v mrezni predstavitvi pri odkodiranju

Uporabimo 8e korak IV Viterbijevega algoritma. Ugotovimo, da S(a,8) vsebuje
samo pot agcidsdsbscsdgbras. Teza te poti je enaka 2. Kodna beseda yp, ki jo pre-
beremo slede¢ poti P v mrezi na zadnji sliki, je 1101100100010111, ki se na dveh
mestih (teza poti!) razlikuje od prejetega sporocila. Nato pogledamo ustrezne vhode
za prvih 6 bitnih parov iz yp (zadnja dva para nas ne zanimata, ker vemo, da smo
dodali dve ni¢li na koncu, zato da bi pripeljali kodirnik v nicelno stanje) in prebe-
remo sporocilo 111011, ki je nasSe originalno sporocilo. O

Viterbijev postopek za odkodiranje v primeru mehkega odlocanja pa se nekoliko
razlikuje od zgoraj opisanega. Poglejmo si Se ta postopek.

5.2 Viterbijevo odkodiranje z mehkim odlo¢anjem

Viterbijev algoritem z uporabo mehkega odloc¢anja je v svojem bistvu enak algoritmu
z uporabo trdega odloc¢anja. Kljucna razlika se skriva v definiciji teze povezav. Ko
te teze ustrezno postavimo, uporabimo enak algoritem z neznatnimi spremebami.
Oglejmo si kako pridemo do omenjenih razlik in kaj je potrebno spremeniti, da
dobimo postopek za odkodiranje z uporabo mehkega odlo¢anja. Pri tem se bomo
sklicevali na opis diskretnega kanala brez spomina s dvojisim vhodom in osmiskim

izhodom.

El), . .ugk)),i =0,1,...,L — 1 zakodiramo z

uporabo generatorske matrike G, ki opisuje (n, k) konvolucijsko kodo. Na ta nacin

dobimo kodno besedo ¢; = (0(1) c(")),i =0,1,..., L+ m — 1. Ozna¢imo $e, tako

4 PACICICN S

Denimo, da vhodno sporocilo u; = (u

kot prej, stanje s v casu i z s; ter z a nicelno stanje kodirnika, ki je zacetno in tudi
koncno stanje. Sporocilu dodamo tudi m blokov po k ni¢el na koncu, zato da kodirnik
pripeljemo v nic¢elno stanje v ¢asu L + m. Bite kodne besede premesamo in dobljeni
bitni tok potem moduliramo, prenesemo po kanalu in na drugem koncu prejmemo
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v obliki signala v(t), ki ga nato demoduliramo. Potem ko demodulirani prejeti
bitni tok premesamo v nasprotni smeri, kot smo to naredili po kodiranju, dobimo
prejeto sporocilo v vektorski obliki v; = (vgl), .. .v§”>) i=0,1,...,L+m—1, kjer
je v; € {01,09,03,04, 11, 19, 13, 14}.

Ker bo Viterbijev algoritem z mehkim odlo¢anjem prav tako uporabljal princip
najblizjega soseda, je naloga algoritma poiskati tako kodno besedo ¢, ki maksimizira
verjetnost P(y | ¢). Ker pa je uporabljeni kanal brez spomina, lahko pisemo

P(v|c) = ﬁﬁ J)|C(J

=0 j=1

Iskanje maksimuma tega izraza je ekvivalentno iskanju maksimuma njegovega loga-
ritma

InP(v]c) = Z Z | e)),

i=0 j=1
katerega prednost je v tem, da nam zamenja produkt z vsoto (spomnimo se, da je
Viterbijev algoritem v prejsnjem poglavju uporabljal vsoto tez povezav za izracun
teze poti). Idejo in izpeljavo, ki sledi, je dal Massey. Z njo bomo dosegli pretvorbo
tez povezav v cela nenegativna Stevila.

Maksimiziranje In P(v | €) je enako maksimiziranju izraza

L+m—1 n '
Z Z:U’('Uzw?c(j)
i=0 j=1

kjer je

(! ) = AP (o | ) = fij(v),

pri ¢emer je A pozitivna konstanta in f; ;(v;) poljubna funkcija. Vrednost

Zu“{

je enaka tezi povezave in ustreza Hammingovi razdalji, uporabljeni pri algoritmu s
trdim odlocanjem. Izracun si lahko olajsamo tako, da postavimo

fij(w)) = min {In(P(v” | )}

cel0,1]

() (J)

) ’L

in potem izberemo A tako, da bo priblizek u(v ) pozitivno celo stevilo. Na ta

nacin imamo teze povezav dolocene. 7 njihovo pomocjo lahko izracunamo tudi teze
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poti. Od tu naprej pa nadaljujemo z Viterbijevim algoritmom iz prejsnjega poglavja,
upostevajoc¢, da so poti, ki prezivijo, tiste z najvecjo tezo in ne tiste z najmanjso.
To pa je tudi edina razlika med algoritmoma s trdim in mehkin odlo¢anjem.
Uporabimo pravkar opisani Viterbijev algoritem z mehkim odlo¢anjem za primer
prenosa podatkov preko binarnega simetricnega kanala s prehodno verjetnostjo p.
V tem primeru imamo

Pwle— ] 1P| )
1=0

j=1

L+m—1 n & &) @ G)
v e’ v’ ¢
— | | | Ide( i Ci )(1 P)l du ( ).
i=0

j=1
Od tod in iz zgornje izpeljave pa ze dobimo

(j))

. . 2@ o v(]) c(J)
p(w? ) = A(n(pta e (1 = py i)y g ()

Ce izberemo zdaj A = —(In %p)_l, kar je pozitivno za p < 1/2, in f; ;(v;) = In(p),
dobimo

,U( (4) (J)) —1_ dH( )’cl(j))'

’L ? ’L

Od tod sledi, da so teze povezav v mrezi enake n — d(’u(j ) D ). Pot z maksimalno

T ) Z
tezo, merjeno na ta na(:in je torej natanko tista pot z minimalno tezo, katere teze

povezav merimo z d( ; ,cﬁj )). To pa pomeni, da sta rezultata Viterbijevega al-

goritma z mehkim in trdim odlo¢anjem enaka, ¢e za prenos podatkov uporabimo
binarni simetri¢ni kanal, ki pa je tudi najpogosteje uporabljan kanal.

5.3 Ocene bitnih napak pri odkodiranju

V praksi Viterbijev algoritem odkodira dolga zaporedja bitov Se preden odkodirnik
pripeljemo nazaj v ni¢elno stanje z mk nicelnimi biti, ki jih spravimo v kodirnik za
zakljucevanje informacijskega zaporedja. Napacno odkodirana pot v mrezni pred-
stavitvi se v splosnem zdruzi s pravilno potjo Se preden dosezemo konec. Napaka je
ponavadi predstavljena kot ”grozd” napacno odkodiranih informacijskih simbolov,
ki se nekje zacne in nekje konca. Potrebno je vedeti, da se grozd vedno zacne in
konca z napako. Prav tako velja, da v primerih, ko imamo m#k ali ve¢ zaporednih
pravilno odkodiranih informacijskih simbolov, se je napac¢na pot zdruzila s pravo
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potjo, preden jo je znova zapustila. Pravimo, da se je zgodila veckratna napaka,
sestavljena iz lo¢enih grozdov napak.

Pri blo¢nih kodah se kot merilo za verjetnost nastopa napak uporablja wverjetnost
blocne napake, ki pove, kaksna je verjetnost za nastop napake za vsak blok posebej.
Za ocenjevanje napak pri konvolucijskih kodah z uporabo Viterbijevega algoritma
taksna ocena ni primerna, saj je zaradi uporabe zelo dolgih zaporedij bitov tovr-
stna verjetnost zelo blizu vrednosti 1, ne glede na ustrezno sistemsko zascito infor-
macijskih simbolov. Zato se pri odkodiranju z Viterbijevim algoritmom uporablja
verjetnost bitne napake P, kot mera za oceno zanesljivosti digitalnega komunikacij-
skega sistema, ki ga uporabljamo za prenos informacij, zakodiranih s konvolucijskimi
kodami. Verjetnost bitne napake je tako lastnost kode kot tudi lastnost kodirne ma-
trike. Odvisna je od preslikave, ki informacijskemu zaporedju priredi kodno besedo.
Dodatni pojem, ki ga bomo uporabili, je verjetnost grozdne napake Pg, ki nam bo
povedala, kaksna je verjetnost, da se grozdna napaka zacne v danem vozlu mreze.
Verjetnost grozdne napake je lastnost kode in ji ponekod pravijo tudi verjetnost
prvega nastopa napake ali verjetnost napake vozla. NaSe izpeljave bomo zaceli z
ocenjevanjem verjetnosti grozdne napake, saj je te ocene nekoliko lazje izpeljati kot
ocene za verjetnosti bitnih napak. Prav tako bomo izpeljali samo zgornje ocene, saj
so te z uporabniskega stalisca nekoliko bolj pomembne kot spodnje.

Dejstvo je, da z dodajanjem vedno novih poti v brajdnik ne moremo doseci slabse
ocene. Zato je verjetnost grozdne napake za konvolucijsko kodo, sestavljeno iz
konénih kodnih besed, navzgor omejena z verjetnostjo grozdne napake za neskonéno
dolge kodne besede.

5.3.1 Verjetnost grozdne napake

Verjetnost grozdne napake ni enaka za vse vozle na pravilni poti. Oglejmo si, zakaj
to drzi. Predpostavimo, da se grozd zacne v ¢asu 4,7 > 0. Ponavadi se ta grozd ni
zacel z nekim dogodkom, ki bi vseboval veliko kanalnih napak na zacetku, saj bi tak
dogodek povzrocil, da bi bil zacetek grozda na neki manjsi globini. Od tod sledi,
da verjetnost grozdne napake na globini ¢,7 > 0 ne more bit vecja od tiste v korenu
mreze. NaSa ocena bo veljala za vsa vozlisca.

Imejmo zdaj konvolucijsko kodo, ki jo uporabljamo za komunikacijo prek binarnega
simetri¢nega kanala z verjetnostjo preskoka e,0 < ¢ < 1/2. Predpostavimo, da smo
preko kanala poslali zakodirano nicelno sporocilo (sporocilo, sestavljeno iz samih
nicel). Ko besedilo sprejmemo, je v njem nekaj nenicelnih bitov (torej je prislo do
napake pri prenosu). Oceniti ho¢emo verjetnost, da odkodirnik vrne neko nenicelno
zaporedje kot priblizek za poslano sporocilo. Recimo, da je razdalja med (napacno)
odkodirano in pravilno kodno besedo enaka d. Lociti moramo med primeroma, ko
je d lih ali sod, saj pri sodem d ni nujno, da pri odkodiranju naredimo napako v



POGLAVJE 5. ODKODIRANJE 72

primeru, ko imamo d/2 napak med d biti. Torej bomo v takih primerih pravilno pot
odvrgli z verjetnostjo 1/2. Zato je verjetnost pgy, da imamo d/2 napak v d zaporednih
bitih pri lihem d enaka

pri sodem pa

Pa = %(dc/iz) e (1-e) + Z (i)ee(l —e).

e=(d+1)/

Izraz (1 — £)%7¢ narasca, ko e pada. Za lih d potem velja:

pa= Y (i)ge(l—g) < Z (Z)gdm(l_g)d/z

e=(d+1)/2 —(d+1)/

_ cd2() — )2 i (i) ci2(y d/zi ( )

e=(d+1)/2

d
= (2y/e(1 —¢))
d
Izkaze se, da je (24/¢(1 —¢€)) zgornja meja tudi v primeru, ko je d sod. Tej meji
pravimo Bhattacharyyajeva meja in piSemo
¢ a
pa < (2¢/e(1—¢)) =27

Ta ocena velja za vse d. Parametru z pravimo Bhattacharyyajev parameter.

Oznacimo zdaj z E®) dogodek, da se grozdna napaka zacne v korenu mreze in izhaja
iz poti k. Velja

Py < P(JEW) <> P(E®

Pri tem vzamemo unijo in vsoto po vseh nepravilnih poteh, ki izhajajo iz korena.

Konvolucijske kode so linearne. Zato lahko brez izgube splosnosti predpostavimo,
da je pravilna pot ni¢elna. Potem pri predpostavki, da je Hammingova teza k-te
napacne poti enaka d, imamo

P (E(K)) = Pd

Od tod pa ze sledi, da je
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o0
Ps< > napa,

d:dfree

kjer je ng Stevilo poti s tezo d, torej tezni spekter kode, dy... pa prosta razdalja
kode. Stevilo potis tezo d za d = dyee, dfreet1, - - - je dano s pomocjo stevca tez poti
in je enako

T(W) = i ngW

d:df'ree
S kombinacijo vsega dognanega lahko formuliramo sledeci izrek.
Izrek 5.3.1. Verjetnost grozdne napake ob uporabi konvolucijske kode za komumni-

kacijo prek binarnega simetricnega kanala z verjetnostjo preskoka € in odkodiranjem
po principu najverjetnejsega kandidata je navzgor omejena z

P < Z nd(2 5(1_6)>d:T(W>|W:2\/m7

d:dfree

kjer je T(W) Stevec tez poti generatorske matrike G(D). O

Ta rezultat je Van de Meeberg ([16]) dodatno poenostavil, potem ko je opazil, da
velja enakost

D2i—1 = P2i,t > 1,

torej, da je za vsako pot verjetnost napake pri odkodiranju za lih d enaka kot, ¢e d
povecamo za 1. Iz tega dobimo oceno

14+ W 1—W
T(W) + =T (W) [y i

PB<<

5.3.2 Verjetnost bitne napake

Koncno se lahko posvetimo izpeljavi ocene za verjetnost bitne napake. Pri izpeljavi
nam bo v veliko pomoc¢ razsirjeni Stevec poti.

Predpostavimo, da smo prejeli zaporedje r» = rory...rx_1 K-tih n-teric, ga od-
kodirali v © = ©105...0x_1 in dobili ustrezen priblizek informacijskega zaporedja
U = U4y ... U1, ki pa vsebuje I(K) napak.

Naj I oznacuje Stevilo napacno predvidenih simbolov v grozdu k-teric dolzine L in
naj N oznacuje Stevilo k-teric med dvema grozdoma. Torej grozd 7,7 =0,1,2,...,
vsebuje I; napacno predvidenih informacijskih simbolov, je sestavljen iz L; k-teric
in locen od prejsnjega grozda z N; k-tericami, kjer je N; >m,j =0,1,2,....
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Napaé¢no predvideni informacijski simboli, ki so loceni z m ali manj k-tericami po
definiciji pripadajo istemu grozdu.

Definicija 5.3.2. Verjetnost bitne napake P, definiramo kot razmerje med Stevi-
lom napacno predvidenth informacijskih simbolov in skupnim stevilom informacijskih
simbolov.

Po zakonu o velikih stevilih velja
. I(K) _
Jim ([P -5 > ) =0
za poljuben ¢ > 0, ali ekvivalentno
P, li I(K jetnostjo 1
= lim ——= 1z verjetnostjo
b= M T J J

Recimo, da je I(K) napak porazdeljenih med J grozdi z Iy, I, ..., I;_1 napakami,
dolzin Lg, Ly, ..., Lj_1, in so loceni z intervali dolzin Ny, N1,...,N;_1, ki so brez
napak. Iz zadnje limite potem sledi

>ico L
By = lim J—1
J—sz o (N; + Lj)

J-1
ijo Ij
m e

z verjetnostjo 1

in zato tudi

. J—1
lim ;o ijo 1

— 1: J-1

limy oo k ijo

Po zakonu o velikih stevilih je limita v imenovalcu enaka pricakovani vrednosti (ma-

z verjetnostjo 1.

temati¢nemu upanju) Stevila bitnih napak v grozdu

J—1
E[I | grozdna napaka] = Jlim i Z I, zverjetnostjo 1,
— 00

limita Stevca pa je enaka pricakovani vrednosti dolzine (merjene v Stevilu povezav)
intervalov brez napak

J-1
E[N] = lim — ZN z verjetnostjo 1.

Torej imamo
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P, < E[I | grozdna napaka
kE[N]
Verjetnost Pp, da se grozdna napaka zacne v danem vozlis¢u lahko definiramo kot

limito, ko J — oo stevilo grozdov J, deljeno s stevilom mest, kjer bi se grozd lahko
zacel. To stevilo mest je manjse od Zj;ol N;. Zato imamo

= — = z verjetnostjo 1
limy oo Y729 Ny E[N]

Iz vsega skupaj izpeljemo oceno

1
P, < T E[I | grozdna napaka] Pg.

Oznacimo zdaj s p(i) verjetnost, da grozd povzroci ¢ napak v predvidenem informa-
cijskem zaporedju. Imamo

Pp = Zp(i)

oziroma
(e}
Z p(i | grozdna napaka) = 1,
i=1
kjer je
p(i | grozdna napaka) = p(i)
Pp
in

E|I | grozdna napaka] = Zz p(i | grozdna napaka) = M
1=1 PB

Konéno dobimo

P, <

| =

Zip(i).

Naj bo zdaj n(w, ¢,i) stevilo poti s tezo w dolzine ¢, ki v priblizku informacijskega
zaporedja vsebujejo ¢ napak. Iz Bhattacharayyave meje sledi, da je verjetnost, da
pot teze w povzro¢i napako pri odkodiranju, navzgor omejena z
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<2 e(1— 6)>w,

kjer je ¢ verjetnost preskoka pri binarnem simetricnem kanalu. Potem z uporabo
pravila za verjetnost unije dobimo

Z Z w€z< 5(1—5))w

w= dfree £=Vmin+1

kjer je Ui = min;{r;}.  Stevila n(w, £,i) so koeficienti razirjenega Stevca poti
T(W, L, I):

T(W,L,I) ZZZ n(w, £, i)W LT

S kombiniranjem zadnjih formul dobimo naslednji izrek.

Izrek 5.3.3. Verjetnost bitne napake pri uporabi konvolucijske kode z generatorsko
matriko G(D) in spominom m za komunikacijo preko binarnega simetricnega kanala
z verjetnostjo preskoka € in odkodiranjem po principu najverjetnejsega kandidata je
navzgor omejena z

Pb<— Z Z Zznw€z<2 (1—5))

’LU dfreee Umin+1 1=1

1 OT(W, L, 1) ‘
-k ol W=24/c(1—¢), L=1, I=1

kjer je T(W, L, I) razsirjeni Stevec poti generatorske matrike G(D). O

Van de Meeberg je tudi ta rezultat nekoliko izboljsal z uporabo izboljsave ocene
zgornje meje verjetnosti grozdne napake:

Izrek 5.3.4. Verjetnost bitne napake pri uporabt konvolucijske kode z generatorsko
matriko G(D) spomina m za komunikacijo preko binarnega simetricnega kanala z
verjetnostjo preskoka € in odkodiranjem po principu najverjetnejSega kandidata je
navzgor omejena z

P < 11 + W oT(W,L,I) n 1-Worw,L,I)
A ol 2 ol W=2+/c(1—¢), L=1, I=1

kjer je T(W, L, I) razsirjeni Stevec poti generatorske matrike G(D). O

S temi ocenami zakljuc¢ujemo poglavje o odkodiranju konvolucijskih kod. Omenimo
Se, da se omenjene zgornje meje da Se nekoliko izboljsati ter da je iz teh splosnih
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izrekov mozno izpeljati tudi ocene z enostavnejsimi formulami v primerih, ko pozna-
mo natancne parametre komunikacijskega sistema. Prav tako se verjetnosti grozdne
in bitne napake da oceniti navzdol, a nas te ocene tukaj niso zanimale, saj je zgornja
meja na nek nacin najpomembnejsi podatek, ker nam da obcutek za zanesljivost
postopka odkodiranja.



Poglavje 6

Konvolucijske kode v praksi

6.1 Uvod

Teorija kodiranja je s Shannonovim odkritjem iz leta 1948 postala ena izmed naj-
bolj vrocih teorij svojega casa. Teoreticnemu raziskovanju je sledilo zelo aktivno
prakticno uvajanje najnovejsih dognanj. Posebej je uporaba teorije kodiranja v
svojih zgodnjih dneh nasla svoje mesto v vesoljskih komunikacijskih sistemih, kjer
pasovna Sirina za prenos podatkov ni bila problematicna. Prvi poskusi vpeljave
rezultatov teorije kodiranja so bili usmerjeni v zmanjSevanje zahtev po energiji,
potrebni za prenos in stremljenje k dosegu Shannonove meje za kapaciteto kanala.
Z razvojem telefonije in brezzi¢nih komunikacijskih sistemov je teorija kodiranja
postala zelo zanimiva tudi tam, kjer je pasovna Sirina za prenos podatkov omejena,
posebno v satelitski komunikaciji, mobilnem komuniciranju in prenosu govora. Zato
bomo v tem poglavju opisali nekaj uporab konvolucijskih kod za preprecevanje napak
v komunikaciji z vesoljskimi odpravami, satelitski komunikaciji, mobilni telefoniji in
prenosu govora.

6.2 Raziskovanje vesolja

Pri prenosu podatkov iz vesolja se pogosto dogaja, da je prejeti signal izredno Sibek.
Napake so ve¢inoma nakljucne in nastajajo zaradi belega Gaussovega Suma. Koli¢ina
informacije v signalu je pogosto zelo velika in zaradi tega mora biti tudi moznost
popravljanja napak ¢im vecja. Pri tem nam gre na roko dejstvo, da pasovna Sirina
ni omejena in nam to omogoca izgradnjo kompleksnih odkodirnikov. V uporabi so
najpogostejse konvolucijske kode z nizko informacijsko stopnjo, ki jih odkodiramo
s pomocjo zaporednih odkodirnikov. Za izboljsavo u¢inkovitosti pa so pogoste tudi
metode sestavljanja kod (concatenation codes).

Pioneer

78
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Vesoljska odprava Pioneer 9 je odprava iz leta 1968, ki je svoje raziskave opravljala
v Soncevi orbiti in je prva vesoljska odprava, kjer je bila za preprecevanje napak
uporabljena konvolucijska koda. To je bila sistemati¢na koda z informacijsko stopnjo
1/2 z 20-mestnim spominom. Minimalna Hammingova razdalja kode je bila 10. Za
naslednje odprave pa so bile uporabljenje Se zmogljivejse kode. Tako je bila na primer
v odpravi Pioneer 10 leta 1972, ki je raziskovala Jupiter, uporabljena koda enake
informacijske stopnje, vendar pa s spominom velikosti 31 z minimalno Hammingovo
razdaljo 11. Prav tako je za odkodiranje uporabljen novejsi Fanov algoritem.

Voyager

Leta 1977 je na svojo raziskovalno odpravo oddaljenih planetov odsla sonda Voyager.
Le-ta je dosegla Saturn leta 1979 in planet Jupiter leta 1981. Slike, ki jih je sonda
posiljala z obeh planetov, so bile zakodirane z dvema konvolucijskima kodama tipa
(2,1,6)in (3, 1, 6). Nanaslednji odpravi Voyagerja na Uran, leta 1986, srecamo tudi
eno izmed prvih, danes zelo priljubljenih metod kodiranja: kombiniranje nebinarnih
linearnih blo¢nih kod s konvolucijskimi, kar izboljsa ucinkovitost samega postopka
kodiranja. Koda (2, 1, 6) je namre¢ uporabljena skupaj z Reed-Solomonovo kodo
tipa (255, 223) nad konénim obsegom G'F'(2®) (za boljsi vpogled v Reed-Solomonove
kode glej [8]). Reed-Solomonova koda je uporabljeni kot zunanja, konvolucijska koda
pa kot notranja koda. Za odkodiranje tako sestavljene kode sta uporabljena Viterbi-
jev algoritem z mehkim odlo¢anjem za konvolucijsko kodo in Massey-Berlekampov
algoritem s trdim odlo¢anjem (Massey-Berlekampov algoritem je podrobno opisan
v [7] in skréeno v [10]).

Galileo

Odprava Galileo iz leta 1989 je sla pri uporabi konvolucijskih kod Se korak naprej.
Tudi pri tej odpravi je bila uporabljena kombinacija (4, 1, 14) konvolucijske kode
skupaj z (255, 223) Reed-Solomonovo kodo. Biti, kodirani na prvem in tretjem
mestu so bili zamenjani, kar je pripomoglo predvsem pri zanesljivosti prenosa in
sinhronizaciji simbolov. Vse skupaj je prineslo dodatna 2dB v primerjavi s kombi-
nacijo, uporabljeno pri odpravi Voyager.

6.3 Satelitska komunikacija

Pri satelitski komunikaciji imamo anteno in mo¢ omejene velikosti. Sum je ponovno
beli Gaussov in napake so po svoji naravi nakljucne. Zaradi vsega omenjenega po-
novno potrebujemo izredno mocan sistem za preprecevanje in odpravljanje napak.
Pri postavljanju tega sistema moramo upostevati dejstvo, da nam je na voljo omejena
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pasovna Sirina, kar nas prisili v implementacijo kode z visoko informacijsko stopnjo.
Tako so leta 1969 za prenosni sistem digitalne barvne televizijke slike (DITEC) prek
satelita INTELSAT IV uporabili (8, 7, 146) sistemati¢no sebi-ortogonalno konvolu-
cijsko kodo. Leta 1975 so kodo spremenili v kodo tipa (8, 7, 47), katere minimalna
Hammingova razdalja je 5 in lahko popravi dve napaki.

6.4 Mobilna komunikacija

Osnovna znacilnost sistemov za mobilno komuniciranje je velika omejenost pasovne
Sirine in signalne prenosne moci. Prav tako sta omejeni velikosti mobilnega preno-
snika in sprejemnika, zaradi ¢esar je mozno tudi izginjanje signala pri prenosu. V
zadnjih 25 letih smo prica povecanemu raziskovanju in uporabi kod za odpravljanje
napak v kombinaciji s celularno mobilno elektroniko. Najvecji napredek se je zgodil
pri uvajanju celularnega mobilnega radia, ki maksimalno izrablja uporabno pasovno
Sirino s ponovno uporabo frekvenc, ki so na voljo. Tak razvoj omogoca sledenje
narascajocim zahtevam po ucinkovitem digitalnem mobilnem prenosu pri omejenih
pasovnih Sirinah. Nekaj tezav je zaradi medkanalne interference ter zaradi interfe-
rence in izginjanja signala na sosednjih kanalih. V takih sistemih so zelo zazeljene
konvolucijske kode, ki dobro preprecujejo napake in imajo manj kompleksne sisteme
za odkodiranje.

Sistem za digitalni GSM radio

Povecanje zanimanja za teorijo kodiranja je povzrocila ustanovitev GSM komi-
teja (Groupe Speciale Mobile) pri Komiteju evropskih post in telekomov (CEPT)
leta 1982. Prednostna naloga novoustanovljenega komiteja je bila poiskati bolj
ucinkovite sisteme za prenos signalov, kot so bili tedanji analogni sistemi. Ta zahteva
je naravno izhajala iz povecanega zanimanja za mobilno telefonijo, ki je povzrocila
nezmoznost analognih sistemov za upravljanje z vedno vec¢jim stevilom uporabnikov.
Leta tako teoretskega kot tudi praktiénega raziskovanja so obrodila sadove s posta-
vitvijo standarda in implementacijskih specifikacij panevropske celularne digitalne
sheme iz leta 1988, znane kot ”full-rate” GSM sistem. Na spodnji sliki lahko vidimo
enega od taksnih tipi¢nih sistemov
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{u} {x} {y}
o Ciklicno kodiranje Konvolucijski Kombinirnik
Kodirnik glasa in preurdianje kodirnik simbolov
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
Binarno informacijsko Kanalno kodno 3 3
zaporedje zaporedje . ) ! |
Diskretni kanal ! !
ssumom !
Sum
Demodulirano zaporedje
signalnih simbolov
{u} {x}
Odkodimik govora Cildicno adkadiranje Viterbijev odkodirnik Dekombinirnik
in preurgjanje simbolov
priblizek za{ U} priblizek za { X}

Slika 16 - Full-rate GSM sistem

GSM digitalni radio sistem uporablja digitaliziran glas skupaj s tehnikami procesira-
nja digitalnega signala, ki izboljsujejo spektralno ucinkovitost in integrabilnost. Za
preprecitev grozdnih napak so v sistemu uporabljene kode za preprecevanje napak s
kombiniranjem simbolov. Opis priporocil GSM komiteja in GSM digitalnega radia
sta podrobno opisana v [12] in [13].

6.5 Prenos govora pri klasi¢ni telefoniji
Glasovni prenos pri klasi¢ni telefoniji poteka po kanalu, katerega Sirina je med 30H z
in 3400H z in predstavlja tipicen primer sistema s kanalom omejene pasovne Sirine.
To dejstvo vpliva na implementacijo vecnivojske modulacije, namenjene boljsemu iz-
koristku spektralne u¢inkovitosti. S popularizacijo interneta je prislo do izjemnega
razvoja modemov, ki uporabljajo sisteme, zasnovane na prenosu govora. Kljuéni na-
predek pri tem razvoju predstavljajo metode, ki kombinirajo kodiranje z vecnivojsko
modulacijo. Leta 1983 je Mednarodni svetovalni telefonski in telegrafski komite
(CCITT) priporocil uporabo 8-stanjskega rotacijsko invariantnega nelinearnega kon-
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volucijskega kodiranja z odkodiranjem na principu mehkega odloc¢anja pri iskanju
najverjetnejSega kandidata. Deset let kasneje pa so to priporocilo razsirili na kon-
volucijske kode s 16-, 32- in 64-imi stanji. Zelo podroben pregled razvoja modemov
je podal Forney v [11].
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