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1 Uvob

Centralni limitni izrek (CLI) je eden izmed najpomemb-
nejsih izrekov iz verjetnosti. Omogoca nam ocenjevanje
statisticnih parametrov o porazdehtvah Izrek pravi, da
je povpredje X enako —ah—vsaj podobn@ porazdeljenih
slucajnih spremenljivk X; (1 < i < n) s kon¢no
pricakovano vrednostjo x4 in koncno varianco ¢ poraz-
deljeno priblizno normalno, tj.

XON (u, \;’ﬁ> , Kjer je X =

n]lhovo povpreCJe in Velja n > 301 04 +a sﬂd,. do Qublee

X, +... +X,

n

uporabljamo tudi pri racuaeatjt mtervalav zaupan]a Z
ﬁj-rmf—La&g z uporabo vzorcev ocenjujemo parametre

populacue prl danl stopn_]l an]a W o, En—tzmed

povpregjem: npr. Voo F“VP"EP X prodeovds ler
dobvo oo za( :

P(za/2 < X/\F <za/2> =1-a

kjer je =, kvantil redag,‘;;{ P(X 5—'2‘,%) = Ozé;ﬂwl”“"'

T p spletns d,{l_l,‘ PQ_J;-ra 2v. o spr n!FMLM%i'

To nam mocno olajSa delo, saj je veliko bolj u¢inkovito
preucevati vzorce, kot pa celotno populacijo, kar je
v nekaterih primerih tudi prakticno nemogoce. Seveda
morajo biti pri tem vzorci primerno izbrani (neodvi-
sni/nakljucni). Poleg tega pa intervale zaupanja upora-
bimo tudi pri preverjanju statisticnih domneyv, s katerimi
Z uporabo vzorcev testiramo trditve o populaciji.
——V-rd-rmezda iha CLI 3tevilne uporabe, a vseeno pe-

‘giejﬁqo konkreten primer racunanja verjetnostj, ki nas ber _kevanea—in—Stetirpadiih—erbov. ‘Eai porazdehtev J e i

o tem Se bolj preprical. / V primeru Bin

IPravilo, da potrebujemo ve& kot 30 sludajnih spremenljivk, ni
strogo doloc¢eno. Gre bolj za neko izkustveno pravilo, obstajajo pa
tudi nekateri bolj neformalni razlogi za izbor tega Stevila, glej npr.
odgovor na vprasanje A. P. Morffisa [2]. Omenimo Se, da v nekateri
literaturi lahko namesto $tevila 30 zasledimo tudi kaks$no drugo oceno,
npr. 20 (Ce zatnemo z X; porazdeljeno binomsko) ali 50.
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“Recimo, da me¢emo kovanec in Stejemo kolikokrat pade
grb (pravzaprav gre za analogen primer naklju¢nemu
sprehodu, kjer v vsakem koraku naredimo korak bodisi
v levo bodisi v desno). Ker naj bi §lo za poSten kovanec,
naj bi bila oba izzida enako verjetna, tj. p = 1/2.
Vemo, da je slucajna spremenljivka, ki spremlja Stevilo
grbov, porazdeljena blﬂOHlSkOMSH—J]Jﬂ-H@-gQSG@fC

az k
obrazew , f).

i

px Ce Zelimo izralunati verjetnost, da pade ssemj—=ah
najve¢ k grbov" Eg}re)bovah bi formulo za porazdeli-
tveno funkcijo, “endar za binomsko porazdelitev vsota
k + 1 oziroma n — k zgornjih verjetnosti ni ucinkovita.
Vsota lahko hitro postane dokaj dolga, npe—za—+k—>-36,
racunanje pa bi trajalo eksponentno dolgo ¢asa v odvi-
snosti od dolZine zapisa Stevila n.

kjer,je n Stevilo metov in k Stevilo padlih grbov, #j

dehrvaro*ﬁmkajo normalne porazdehtfe me lahko

izgleda—podobmo—Te nam-omogeéi-ClE—sat je binom-
ska porazdelitev pravzaprav samo vsota indikatorskih
slucajnih spremenljivk. Te so enako porazdeljene:

0 1
rig - <1 —p p)
k’ VT F "

in‘imago kengneo varianco p(1 — p). To pa pomeni,
da vsote.-ges{efe azdelit® izrazimo s—peraz-

pridobimo iz tabele za funkcijo napake, npr. na portalu
Math is Fun [1].
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metri¢na in za primerno vrednost n Ze na prvi pogled
izgleda podobne oblike kot normalna. Kaj pa ¢e imamo
nesimetri¢no binomsko porazdelitev (p # 1/2) ali pa
neko popolnoma drugacno porazdelitev? Ta na prvi
pogled nikakor ne izgleda podobna normalni. Ali torej
CLI ne velja? Pokazali bomo, da tudi v tem primeru
izrek velja, Ceprav dokaz ni tako ociten. Iz tega lahko



sklepamo, da bomo potrebovali Se kak§no mocno orodje.

Nas$ cilj je bralcem predstaviti rodovne funkcije in
priblizati dokaz CLI. Opazimo lahko, da sta osre-
dnji koli¢ini nase Studije pricakovana vrednost in vari-
anca. Slednjo lahko vpeljemo s pri¢akovano vrednostjo
(02 = E[(X —E(X))?]). To sta pravzaprav momenta.
Moment slucajne spremenljivke X reda k € N glede
na tocko a € R je koli¢ina definirana z

Za a = 0 dobimo zacetni moment, za a = E(X) pa
centralni moment. Torej je priCakovana vrednost prvi
zaCetni moment, varianca pa drugi centralni. Zaradi tega
si bomo pri dokazu pomagali z rodovnimi funkcijami
momentov, ki omogocajo raunanje omenjenih momen-
tov.

V 2. in 3. razdelku bomo podrobneje spoznali ro-
dovne funkcije momentov, njihovo formalno definicijo
in osnovne lastnosti. Nekatere bomo tudi dokazali. V
razdelku 4 jih bomo uporabili za izracun konkretnih
rodovnih funkcij za nekaj porazdelitev. Omenili bomo
tudi Laplaceovo transformacijo (razdelek 5) iz katere
sledi pomemben izrek, ki ga bomo potrebovali pri glavni
nalogi te projektne naloge, dokazu CLI, Tega se bomo
lotili v zadnjem razdelku 6.
<V dodatku A bomo predstavili Se karakteristicne
funkcije, vendar ne tako podrobno kot rodovne funkcije
momentov (brez dokazovanja) 2. Te funkcije bi lahko
uporabili tudi za dokaz CLI, vendar njihova obdelava
zahteva tudi uporabo kompleksne analize, ki se ji bomo
raje izognili. V dodatku B pa predstavimo Se splo$nejSe
rodovne funkcije. Nekaj jih bomo tudi izracunali ter
uporabili za Stetje.

2 DEFINICIJA RODOVNE FUNKCIJE

Rodovna funkcija momentov slucajne spremenljivke X
Mx: R — [0,00), je definirana z:

Mx (t) = E(e"Y),

kjer E predstavlja pri¢akovano vrednost (v nadaljevanju
ji bomo rekli kar rodovna funkcija). Rodovna funkcija
Mx (t) obstaja, e je pri¢akovana vrednost koncna v
okolici nicle, tj. obstaja pozitivna konstanta a, da je
vrednost funkcije Mx (¢) kon¢na za vsak t € [—a, a.

2Tako karakteristiéne funkcije kot tudi rodovne funkcije momentov
spadajo v harmoni¢no analizo. Njuno idejo sta nakazala Ze de Mo-
ivre (1667-1754) in Euler (1707-1783). Resni¢no mo¢ in uporabo
karakteristicnih funkcij pa je predstavil Ljapunov (1857-1918), ki jih
je uporabil tudi za eleganten dokaz centralnega limitnega izreka, glej
Mackey [4].

Lahko jo zapiSemo tudi v obliki integrala za zvezno
slu¢ajno spremenljivko oziroma v obliki vsote za dis-
kretno:

Mx(t) = /OO e“px(x)dr in

— 00

Mx(t)= Y e"P(X =u),
TE€EZLx

kjer je Zx zaloga vrednosti diskretne slucajne spre-
menljivke X. Pri osnovni definiciji lahko naredimo tudi
razvoj eksponentne funkcije v Taylorjevo vrsto, glej
Strang [7, pogl. 10.4], kar je pogosto uporabno pri
racunanju ali dokazovanju:

tX)?
Mx(t) =E(X) =E 1+tX+(2|) 4| =

t2
:1+tIE(X)+§]E(X2)+--~.

3 LASTNOSTI RODOVNIH FUNKCIJ

Sedaj ko smo spoznali definicijo rodovne funkcije, bomo
vpeljali Se nekaj lastnosti rodovnih funkcij. Te bomo tudi
dokazali, uporabili pa jih bomo tako pri racunanju pri-
merov v naslednjem razdelku, kot tudi pri dokazovanju
CLL

Izrek 1. Naj bo S koncna linearna kombinacija neod-
visnih slucajnih spremenljivk X;, tj.

S:iaiXi, a; € R.
=0

Potem je rodovna funkcija slucajne spremenljvke S

enaka Mg (t) = Mx,(a1t) - ... Mx, (ant).
Dokaz.
Ms(t) = E(e'S) = E (et(a1X1+m+aan)> _
=K (elel L em”X") .

Ker so slu¢ajne spremenljivke X; (1 < ¢ < n) neodvi-
sne, lahko pri¢akovano vrednost produktov izracunamo
kot produkt pri¢akovanih vrednosti in dobimo:

Ms(t) - (eta1X1) . . (etaan) _
= Mx,(a1t) - ... Mx, (ant). 0

Izrek 2. Naj bo X slucajna spremenljivka z rodovno
funkcijo Mx. Potem je rodovna funkcija slucajne spre-
menljivke a X + b, kjer sta a in b realni konstanti, enaka

Max y3(t) = € Mx (at).
Dokaz.
Max4b(t) =E (et<aX+b>) _ R (e(at)-x) _

= e" Mx (at). O



Izrek 3 (Enoli¢nost). Naj bosta X in Y slucajni
spremenljivki, Fx in Fy njuni porazdelitveni funkciji
ter Mx in My njuni rodovni funkciji definirani za
t € [—a,al. Potem imata X in'Y enako porazdelitev, tj.
Fx(x) = Fy(x) Vz € R, natanko tedaj, ko imata enako
rodovno funkcijo, tj. Mx (t) = My (t) Vt € [—a, a].

Skica dokaza. ( = ) Iz definicije sledi, da imata enako
porazdeljeni slucajni spremenljivki enako rodovno funk-
cijo. ( <= ) Omejimo se na diskretni slu¢ajni spremen-
ljivki s konéno zalogo vrednosti, tj. |Zx|,|Zy| < oo.
Njuni gostoti porazdelitve oznalimo s px(x) in py (y),
z A={ay,...,a,} pa unijo njunih zalog vrednosti, tj.
A = Zx U Zy. Sedaj zapiSimo dejstvo, da sta rodovni
funkciji za vsak t € [—a, a] enaki:
n n
> eipx(a) = eipy(a)
i=1 i=1

oziroma
> e px(a;) = py(ai)] = 0.
i=1

Upostevali smo, da px (a;) = 0, &e a; ¢ Zx in podobno
za slucajno spremenljivko Y. Za

s=¢c" in ¢ =px(a;) —py(a;)

zgornja enakost preide v

Z s%c; =0

i=1
za neskoncno vrednosti s > 0. To je pravzaprav polinom
za spremenljivko s s koeficienti ¢;. Ta bo enak 0 pri vseh
vrednostih spremenljivke s le, ¢e bodo vsi koeficienti
enaki 0, tj. px(a;) = py(a;). Iz tega sledi, da sta
spremenljivki X in Y enako porazdeljeni. g

Izrek 4. Naj bo X slucajna spremenljivka. Rodovna
Sfunkcija Mx (t) je koncna za t =0 oz. Mx(0) = 1.

Dokaz. Mx (0) = E(e”X) = E(e?) = E(1) = 1. O
Izrek 5. Naj bo X slucajna spremenljivka in M x njena
rodovna funkcija. Potem za poljubno naravno Stevilo k
velja

E(X*) = M (0),
kjer M )((k ) predstavija k-ti odvod.

Dokaz. Po pravilu za odvod posredne funkcije
izratunajmo k-ti odvod rodovne funkcije slucajne spre-
menljivke X:

dk:

k
M)(()(t) = dtF

E (%) = E (X etX) |
Za t = 0 dobimo:
MP(0) =E (X*eX) = E (x*),

kar smo Zeleli pokazati. 0

4 PRIMERI RODOVNIH FUNKCIJ
MOMENTOV

Primer 1. Naj bo X diskretna slucajna spremenljivka
podana z verjetnostno tabelo

X ~ T P ]
b1 .- Dn
Po definiciji lahko rodovno funkcijo Mx izra¢unamo
kot vsoto:

Mx(t)=E(eX)= Y "P(X =x)=) pe'™.
TEZX i=1

Primer 2. Naj bo X; Bernoullijeva slucajna spremen-
ljivka, tj. X; ~ B(1,p). Kot v prejSnjem primeru,
rodovno funkcijo izracunamo po definiciji kot vsoto:

My, (t) =E(e™) = > e"P(X;=2)=

€L,
=1 —p)+etlp=1—p+pe.

Primer 3. Naj bo X diskretna slucajna spremenljivka,
ki je pozradeljena binomsko, tj. X ~ B(n,p). Lahko
jo zapiSemo kot vsoto n neodvisnih Bernoullijevih
slu¢ajnih spremenljivk X;, tj. X = X; + ... + X,,.
Po izreku 1 in primeru 2 izraCunamo rodovno funkcijo
momentov:

Mx(t) = Mx,(t) ...  Mx, (t) = (Mx,(t))" =
= (1—p+pe)".

Primer 4. Naj bo X zvezna sluCajna spremenljivka,
ki je porazdeljena eksponentno, tj. X ~ Exp(}), kjer
je njena gostota verjetnosti enaka px(z) = Ae™** za
z > 0. Njeno rodovno funkcijo lahko izraunamo kot
integral:

M) =) = [ e pxa) da =

:/ e e dy = )\/ N dg =
0 0

A e A - A

YA

Ce 7elimo, da zgornji integral obstaja, mora biti stopnja
potence e*(t=2) vy neskon&nosti enaka 0, tj.t—A<0,iz
Cesar sledi ¢ < A, kar je pogoj za obstoj rodovne funk-
cije. Pri integriranju smo uvedli tudi novo spremenljivko
z = x(t—\), hkrati pa smo spremenili predznak zgornje
meje, saj velja ¢t — A < 0.



Primer 5. Izracunajmo Se rodovno funkcijo standardi-
zirane normalne spremenljivke, saj bomo to funkcijo
uporabili tudi pri dokazu CLI. Naj bo torej X zvezna
slu¢ajna spremenljivka, ki je porazdeljena standardno
normalno, tj. X ~ N(0, 1), kjer je njena gostota verje-
tnosti px (z) = (1/v/27) -e~®"/2_ Tako kot v prej§njem
primeru se lotimo izraCuna z integralom:
Mx (t) = E(e!X) = /oo RERLENE
* . V2m

T Vo

2 [ 1 i1, 2
:62/ e 2% dz=¢ez.
21

dx =

S

Pri integriranju smo uvedli novo spremenljivko
z =z —t, a meje ostanejo nespremenjene. Na koncu
smo v integralu dobili gostoto verjetnosti normalne
porazdelitve, katere integral je 1, s Cimer smo dobili
kon¢ni rezultat.

5 LAPLACEOVA TRANSFORMACIJA

Pri rodovni funkcije gre pravzaprav za dvostrano La-
placeovo transformacijo, ki je za funkcijo f definirana
kot

o0

B{f}(s) = / 5 f (1) dt

Ta ima lastnost enoli¢nosti. To pomeni, da za zve-
zni funkcije f in g velja f(t) = g(t) Vt > 0, Ce
obstaja konstanta C', da za njuni transformaciji velja
B{f}(s) = B{g}(s) Vs > C, glej Widder [9]. Na tej
lastnosti temelji naslednji izrek, katerega dokaz zaradi
tehni¢nih podrobnosti raje opustimo.

Izrek 6 (Konvergenca rodovnih funkcij). Naj bodo
X;, 1 =1,2,... slucajne spremenljivke in M x, njihove
rodovne funkcije, ki so koncne za t € [—a, a]. Naj velja

lim Mx,(t) = Mx(¢t), t€[—a,d,
1— 00
kjer je Mx rodovna funkcija neke slucajne spremen-
ljivke X. Potem obstaja enoli¢na porazdelitvena funkcija
Fx, ki ima momente dolocene z rodovno funkcijo Mx

in za vsak x, kjer je F'x zvezna velja

lim Fx,(z) = Fx(x).
1—> 00

To pomeni, da konvergenca rodovnih funkcij za |t| < h
implicira konvergenco porazdelitvenih funkcij.

Pri tem je h neko pozitivno Stevilo, da integral

o0
Mx (t) :/ e“px (z) dr
—0o0
obstaja za vse |[t| < h in iz tega po lastnostih upora-
bljene transformacije sledi, da dani rodovni funkciji Mx

ustreza natanko dolocena gostota porazdelitve px.

6 DokAz CLI

Z uporabo rodovnih funkcij se sedaj lotimo dokazova-
nja CLI. Najprej pa ponovno zapi§imo Ze izracunano
rodovno funkcijo za standardno normalno porazdelitev
iz primera 5, ki jo bomo potrebovali na koncu dokaza:

2
My o,1)(t) = er.

Naj bodo X7, -, X, neodvisne in enako porazdeljene
slucajne spremenljivke, kjer sta njihova pri¢akovana
vrednost p in standardni odklon o koncna, torej velja
W, 0 < 00. Naj bo S njihova vsota:

S=X;+ -+ Xn.

Izra¢unajmo rodovno funkcijo standardizirane spremen-
ljivke X;, ki je Z; = Xi;", hkrati pa lahko predpo-
stavimo o # 0 (saj bi sicer sluajna spremenljivka bila
konstantna, za katero pa CLI ne potrebujemo):

23
Mg, (t) =1+ — +3'E(Zg)+ - (%)

Na koncu smo upostevali E(Z;) = 0 in E(Z?) = 1
Definirajmo e povpregje X = S/n, ki ima pri¢akovano
vrednost p in standardni odklon o /+/n, ter izraGunajmo
standardizirano povprecje Y:

o Xy A ) _ 1 X _
o/yn o vn o N
1 211X_7W 1 nzinzi

il e VR

.
Il

3
o
3

=1

Na koncu smo dobili vsoto slu€ajnih spremenljivk
Z;/+/n, ki pa so neodvisne in enako porazdeljene, kar
pomeni, da lahko izracunamo rodovno funkcijo standar-
dnega povprecja:

M M | =
t2 t3 3 "
= |:1+2’I”L+3'n3/2E(ZZ)+} .

V zadnji enakosti smo uporabili (%), kjer moramo
upostevati, da je tokrat parameter po izreku 1 enak
t/+/n. Ker pa so sluajne spremenljivke Z; enako poraz-
deljene, imajo po izreku 3 tudi enake rodovne funkcije,
zato lahko produkt zdruZimo v en Clen s stopnjo n v
potenci.



Obe strani enacbe logaritmiramo ter uvedemo novo
spremenljivko:
t2 3

$:%+3!n3/2

In My (t) =In(1+2)" =nln(1 + ).

Tudi za In(1 4 z) naredimo razvoj v Taylorjevo vrsto in
nazaj vstavimo x:

In My (t) =nln(l +2z) =

Sedaj izratunamo limito funkcije In My (t), ko gre
n — o0o:
2
lim In My (t) = —

n—00 2
in na obeh straneh uporabimo eksponentno funkcijo, ki
je inverzna funkcija logaritma In, hkrati pa tudi zvezna,
kar pomeni, da lahko zamenjamo vrstni red eksponentne
funkije in limitiranja:

In My (t)

m"{g

lim e
n—o0

=€

Kompozitum funkcije in njenega inverza je identiteta in

zato velja
2

lim My (t) =e=.
n— oo
To je pravzaprav rodovna funkcija standarne normalne
porazdelitve, kar pomeni, da My (t) limitira proti
Mp(0,1)(t). Od tod po izreku 6 sledi, da porazdelitvena
funkcija Y konvergira proti porazdelitveni funkciji stan-
dardne normalne, kar smo Zeleli pokazati.

7 ZAKLJUCEK

Nas cilj je bil predstavitev dokaza centralnega limitnega
izreka. Pri tem so nam mo¢no pomagale rodovne funk-
cije, iz Cesar vidimo, da so moc¢no orodje pri dokazova-
nju. Poleg samega dokaza smo nakazali tudi pomembne
lastnosti rodovnih funkcij, ki pa smo jih nato uporabili
tudi pri raCunanju teh funkcij za konkretne porazdelitve.
Te funkcije lahko nato uporabimo za racunanje momen-
tov porazdelitev, ki je po tej poti lahko bistveno lazje
kot po obicajni poti z vsoto oziroma integralom.

Z zgoraj napisanim smo se le dotaknili resni¢ne moci
rodovnih funkcij, v dodatku pa bomo predstavili Se
karakteristicne funkcije. Te so pravzaprav Se mocnejse,
vendar tudi nekoliko zahtevnejse za obravnavo. Njihova
resnicna mo¢ se skriva v moZnosti pretvarjanja med
omenjenima oblikama funkcij ter samo porazdelitvijo
slucajne spremenljivke. To nam omogocata Fourierjeva

in Laplaceova transformacija. V primeru karakteristicnih
funkcij gre za Fourierjevo transformacijo porazdelitvene
funkcije ali gostote porazdelitve slucajne spremenljivke,
pri rodovnih funkcijah pa za dvostrano Laplaceovo trans-
formacijo gostote porazdelitve.

Owien, n«c’ql e Romanovo PH(%W”, L s Fil

v tronsorm irankes
A KARAKTERISTICNE FUNKCUJE wp-ralne pri
"fsn,;p\}) DE.
Karakteristicna funkcija slu€ajne spremenljivke X je
funkcija o x : R — C, ki je odvisna od parametra ¢t € R

in je definirana z:

px(t) = E(e"),

kjer je i imaginarna enota z lastnostjo i2 = —1. Po
definiciji pricakovane vrednosti lahko karakteristicno
funkcijo zapiSemo tudi kot integral pri pri zvezni slucajni
spremenljivki oziroma vsoto pri disktreni:

ox(t) :/ eit‘”px(x) dr = in

—00

Z e P(X = 1),

TEZL X

px(t) =
kjer je Zx zaloga vrednosti slucajne spremenljivke X.

Eksponentno funkcijo Se razvijemo v Taylorjevo vrsto:

(itX)?
2!

wx(t):E(e“X)zlE[HitXJr T,

ter uporabimo linearnost pricakovane vrednosti in
pora¢unamo vrednosti i*:

ex(t)=1+#E(X)— 1;E(X?)_... ]

Z uporabo Eulerjeve formule lahko karakteristiéno funk-
cijo zapiSemo tudi kot

ox(t) = E([cos(tX) +isin(tX)] =
= Elcos(tX)] + iE[sin(tX)].

Izrek 1. Naj bo X slucajna spremenljivka s poraz-
delitveno funkcijo F. Za njeno karakteristicno funkcijo
o(t) = E(e'*X) velja:

o o] < (0) =1,

b @(_t) = @(t)v

o funkcija ¢(t) je enakomerno zvezna,
o Yaxb(t) = @x(at) - e



Izrek 2. Naj bo X slucajna spremenljivka s karakteri-
sticno funkcijo o(t). Ce za neko naravno Stevilo n velja
E(|X|") < oo, potem za vsako k < n obstaja odvod
©F)(t) in veljajo naslednje enakosti:

o oM(t) :/ (iz)Fe™™ dF(z), k=0,1,...,n,

o E(XF) = go(’;)k(O)’ k=0,1,....n,
n i k )"

e o =3 Wy + W),
k=0

kier je |rn(t)| < 3E(|X|") in lim ra(t) = 0.
t—

Izrek 3 (Produkt karakteristicnih funkcij). Naj bodo

X1, Xo, ..., X, neodvisne slucajne spremenljivke. Po-
tem velja
PX 14Xt X (1) = 03, (1) - o, (1) - - o, (2).

Iz definicije karakteristine funkcije sledi, da porazdeli-
tvena funkcija enoli¢no dolo¢a karakteristicno funkcijo.
Velja tudi obratno. To pomeni, da karakteristicna funk-
cija enoli¢no doloca porazdelitveno funkcijo, kar nam
pove naslednji izrek.

Izrek 4 (Enoli¢nost). Ce imata neki porazdelitveni
Sfunkciji isto karakteristicno funkcijo, potem sta ti po-
razdelitveni funkciji enaki.

Ker karakteristina funkcija enolicno doloca porazdeli-
tveno funkcijo, lahko iz prve izra¢unamo drugo. To nam
omogoca formula inverzije.

Izrek 5 (Formula inverzije). Naj bosta a in b, kjer
je a < b, tocki zveznosti porazdelitvene funkcije F' in
ustrezna karakteristicna funkcija. Potem velja

1 T _—ita _ ,—ith
lim — / £ % o)t
-T 1t

Pri zveznih slucajnih spremenljivkah velja

p(w)—;ﬂ/(:

B SPLOSNE RODOVNE FUNKCIJE

e~ p(t) dt.

Rodovne funkcije se v splosnem uporabljajo kot
nain zapisa zaporedja Stevil (tu ne mislimo ve¢ na
rodovne funkcije momentov). Namesto zaporedja raje
zapiSemo neko funkcijo, kjer je n-ti Clen zaporedja
koeficient pri spremenljivki z”. Te funkcije so torej
zapisane kot potencne vrste, glej Strang [7, pogl. 10.5].
Konvergenca pri teh vrstah ni nujno potrebna, ker teh
funkcij ne obravnavamo nujno kot obicajne funkcije.
Tudi spremenljivka x ostane nedoloena, namesto
njene vrednosti ali vrednosti funkcije, pa nas zanimajo

koeficienti.

Naj bo (ay,)S>, zaporedje Stevil. Potem je rodovna
funkcija tega zaporedja:

f(x):Zanl'n:ao+a1,1+a2x2+... .

Vpeljimo 3e notacijo [z*] f(z), ki predstavlja koeficient

funkcije f pri k-ti potenci spremenljivke, tj. z*.

Primer 1. Najprej izracunajmo rodovno funkcijo za pre-

prosto zaporedje 1,1,... oziroma a,, = 1. Po definiciji
je to funkcija:

f@)=1+az+a>+2%+---.

Vidimo, da gre pravzaprav za geometrino zaporedje z
zaCetnim Clenom ag = 1 in koeficientom ¢ = z. Po
formuli za vsoto neskoncnega geometri¢nega zaporedja
D ois0 @i = 1—; lahko izraCunamo vrednost te funkcije:

1

flx)=1+z+2°4 . = T

Kot smo omenili na zacetku dodatka, nas konvergenca
pri teh funkcijah ne zanima. To je tudi razlog, da
smo lahko uporabili formulo za vsoto geometri¢nega
zaporedja, deprav zahteva |z| < 1.

Primer 2. Podobno lahko naredimo tudi za kon¢no
zaporedje 1,1,...,1 oziroma a; = 1, ¢« < n in
a; =0, % > n. Ponovno dobimo geometri¢no zaporedje
z zaCetnim ¢lenom ag = 1 in koeficientom ¢ = x, tokrat
pa uporabimo formulo za vsoto kon¢nega geometriCnega

1—gnt?

zaporedja > ja; = 14— in dobimo:

1— xn+1

f@)=1+z+2*+.. . +2" = —"0.
11—z

Primer 3. Sedaj vzemimo zaporedje, kjer je zaCetnih k

¢lenov enakih 0, tj. zaporedje 0,0,...,0,1,... oziroma

a; =0, i <kina; =1, ¢ > k. Rodovna funkcija tega

zaporedja je:

fla) = ot akt g

Iz vseh ¢Elenov lahko izpostavimo z¥, s &imer v oklepaju

dobimo rodovno funkcijo iz primera 1 in uporabimo njen
rezultat:

fl@y=2"*Q+z4+2>+..)= T2

Iz tega tudi sledi, da 2F lahko izpostavimo in is¢emo
manj$i koeficient:

g 1

[2"] =[x !

1—a

n—k]



Pri racunanju koeficientov neke rodovne funkcije si
lahko pomagamo z Binomskim izrekom, ki velja tudi
za negativna Stevila [8].

Binomski izrek za negativna Stevila.

(x+y) "= i (_kn) aky =k

k=0
> n+k—1 e
= Z(—l)k< i >xky k
k=0

Druga enakost sledi iz definicije binomskega simbola:

<—n) _(m)(n-1) - (n-r 1)

T r(r—1)-...-2-1
:(—1)’"n(n—+—1)o...~(n+r—1)7
r(r—1)-...-2-1
_ yn+r—1 An+r—1

= (=D rl(n —1)! _(_1)( r )

To je pravzaprav formula za Stevilo kombinacij s pona-
vljanjem, le da imamo tukaj Se negativni predzank pri
lihem Stevilu izbir. Opazimo lahko Se, da se ta minus
pri funkciji (1 — x)~"™ pokrajsa:

(1—2)™ = (~z+1)™" =
:kz_o(“’]j‘l)xk.

Za konec poskusimo rodovne funkcije uporabiti za
izraCun nekega kombinatori¢nega problema. Recimo,
da Zelimo izracunati Stevilo izbir 500 Zog izmed rdecih,
modrih in belih, kjer Zelimo, da izberemo 50 do 200
modrih in kve¢jemu 400 belih. Za vsako barvo bomo
naredili rodovno funkcijo, ki bo spremljala Stevilo izbir.
Koeficient pri k-ti potenci spremenljivke bo predstavljal
Stevilo izbir k Zog. Iz rodovnih funkcij za vsako barvo
bomo nato naredili rodovno funkcijo za na$ primer.
Ker i§¢emo Stevilo izbir 500 Zog, pravzaprav iS¢emo
koeficient pri spremenljivki = s stopnjo 500.

Naredimo najprej rodovno funkcijo za rdete Zoge. Zog
ne razlikujemo, torej imamo 1 mozZnost izbora 0 Zog,
1 mozZnost izbora 1 Zoge itd. To pomeni, da bodo vsi
koeficienti pri tej rodovni funkciji enaki 1:
1

I
Ker Zelimo 50 do 200 modrih Zog, imamo 1 moZnost
izbora 50 Zog, 1 moZnost izbora 51 Zog itd. do 200.
Za preostale izbire imamo 0 moZnosti, torej bo rodovna
funkcija enaka:

M(z) =20 4 ... + 270 = 25001 + ...

151
501 — T

Rz)=1+z+...

4 x150) —

1—=z

Podobno naredimo e za bele Zoge. Zelimo kve&jemu
400 belih Zog. Torej imamo 1 moZnost izbora 0 Zog, 1
moznost izbora 1 Zoge itd. do 400. Za preostale izbire
imamo 0 moZnosti. Rodovna funkcija je enaka:
401
Bz)=1+xz+...+2%0 = 1z
11—z
To so rodovne funkcije za izbor Zog ene barve. Nas pa
zanima izbor izmed vsemi tremi barvami. Gre za produkt
posameznih dogodkov, zato je kon¢na rodovna funkcija
enaka:

f(=)

R(z) M(x) B(x) =

151 1 _ ,401

1 —
,xsol x
1—-=z 1-=x -z
s, (1=t -t
(1—=)?
50(1 _ l‘151)(1 _ .13401)(1 _ x)—B —

50(1 _ 151 _ 4401 | ;552)() _ )3,

x
x
Ze na zaCetku smo povedali, da pravzaprav iS¢emo

koeficient pri spremenljivki s stopnjo 500. Ta koeficient
bo predstavljal nas koncni rezultat.

[1,500] 1,50(1 o x151 o SU401 4 $552)(1 o l’)73 _
= [ (1 = )% = [¢2°] (1 - 2) -

(2] (1 - 2)7° =
_ (3+450—-1\ (3+299-1)
B 450 299

_(3+49-1
49

= 101926 — 1275 — 45150 = 55501

To pomeni, da imamo 55501 moZnosti za izbiro Zog.
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