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1 Uvod

Vas je kdaj zanimalo, kolikokrat bo na posteni kocki padlo 6 pik, ¢e jo boste vrgli 10000-
krat. Seveda je odgovor % metov, kar je priblizno 1666. To je teoreti¢no, v realnosti bi
bilo stevilo blizu temu izracunu. Kaj pa z doma izdelano kocko, recimo iz bonbona, bi
lahko trdili enako? Bi upali staviti, da bo 6 pik padlo priblizno tolikokrat kot 4 pike?

Na enak nacin lahko uporabimo navaden risalni zeblji¢ek, ki ga najdemo v pisarni, ali v

trgovini. Lahko bi rekli, da ima pri metu le dve stanji. Najlazje, da ju prikazemo s sliko.

Slika 2: Konica obrnjena navzgor.
Slika 1: Konica obrnjena navzdol.

Na slikim bi lahko tudi rekli, da zZebljicek lezi, na drugi pa stoji. Po obc¢utku lahko skle-
pamo, da bo pri daljsi konici ob metu veckrat konica obrnjena navzdol. Bi ga lahko
uporabili pri odlo¢anju pomembnih odlocitev, namesto da bi vrgli kovanec? Morda v
nekaterih situacijah potrebujemo neposteno odlocanje, da bi s tem konc¢ni rezultat bil
posten. Za primer vzamemo dva brata, ki tekmujeta kdo bo trenutni dan prezivel za
racunalnikom. Starejsi ima na voljo 6 ur, mlajsi pa 4 ure. Mama je vedno odlocala kdo
bo na vrsti s pomocjo postenega kovanca. Ker je ugotovila, da je starejsi sin v sestevku
ve¢ ur za racunalnikom kot mlajsi, se je odlocila uporabiti risalni zebljicek. Ve, da pri
metu zebljicek veckrat konca obrnjen navzdol, zato je to stanje dodelila mlajSemu. In
res se je izkazalo, da je mlajsi brat sedaj veckrat na vrsti. V skupnem sestevku pa sta
priblizno enako za rac¢unalnikom in tudi mlajsi sin se ne pritozuje vec.

Pri nalogi nas bo zanimalo, kako preveriti, ¢e je doma narejena kocka postena. Hkrati
pa podatke primerjali s posteno kocko.



Koliksna je verjetnost, da pri slu¢ajnem metu risalnega zebljicka konica konc¢a obrnjena
navzgor? Ali sta obe stanji enako verjetni ali je katero stanje bolj pogosto kot drugo.
Konico zebljicka bomo veckrat skrajsali in ponovili poskuse. Ugotovili bomo, ali je mo-
zno s krajsanjem konice doseci, da bosta oba izida enako verjetna, kot pri poStenem
kovancu. Hkrati pa, ali obstaja kaksna odvisnost med dolzino konice in verjetnostjo, da
konica konca obrnjena navzgor.

Na koncu bomo poskusili ugotoviti, kaksno porazdelitev dobimo, ¢e ob slu¢ajnem metu
postene kocke in risalnega zebljicka zdruzimo njuni vrednosti z neko matemati¢no funk-
cijo. Naprimer ob metu kocke pade stevilo 6 in ob metu risalnega zebljicka pristane
konica obrnjena navzgor. V tem primeru za zebljicek izberemo vrednost 1 in ti dve
Stevili seStejemo, odstejemo ali pa kaj drugega. Pri vsoti bi sesteli stevili 6 in 1 ter zabe-
lezili rezultat. Poskus se ponovi veckrat in z rezultatov poskusimo ugotoviti porazdelitev.

V 2. poglavju bomo opisali, katere statisticne pakete smo uporabili pri analizi podatkov.
V 3. poglavju bomo predstavili podatke, ki smo jih pridobili z obema kockama. Podatke
bomo analizirali in jih prikazali na razlicne nacine. S testno statistiko bomo preverili,
katera kocka je postena oziroma nepostena.

V 4. poglavju bomo ugotovili, kako dolzina konice vpliva na verjetnosti obeh stanj. Upo-
rabili bomo linearno regresijo in z njo na grafu predstavili odvisnost nasih spremenljivk.
V 5. poglavju bomo dobili kombinirano porazdelitev dveh slucajnih spremenljivk. Vzeli
bomo minimalno vrednost obeh spremenljivk. Vse mozne kombinacije vrednosti bomo
predstavili s tabelo. Konéno porazdelitev bomo predstavili s histogramom in razlozili
ugotovitve.

V zadnjem poglavju bomo opisali ugotovitve, ki smo jih pridobili z raziskavo.

2 Poskusi in orodja

Podatke o skupni porazdelitvi kocke in zebljicka za n-poskusov smo pridobili s pomocjo
programskega jezika Python. Za najboljSe rezultate, je potrebno velikokrat ponoviti
poskus, zato smo si pomagali z racunalnikom. Za met kocke smo uporabili generator
nakljuénih stevil z mejami od 1 do 6. Za oba izida risalnega Zebljicka smo upostevali
verjetnosti, ki smo ju izracunali glede na nas vzorec.

Za risanje grafov smo uporabili knjiznico matplotlit v programskem jeziku Python. Za
razne obdelave podatkov in statisticne funkcije pa smo uporabili knjiznici NumPy in
SciPy, prav tako v Python-u.

3 Met kocke

3.A Postena kocka

Za poskus potrebujemo navadno igralno kocko. Podatke smo pridobili sami, tako da smo
kocko vrgli 180-krat in zabelezili posamezno Stevilo pik ob metu. Mozni izidi od 1 do


https://matplotlib.org/
http://www.numpy.org/
https://www.scipy.org/scipylib/index.html

6. Ker je kocka postena, naj bi teoreti¢no vsako stevilo pik padlo 30-krat. Ce sluc¢ajna
spremenljivka X steje stevilo pik ob slucajnem metu kocke, potem je

XN(EEE@&E)'

n 1 2 3 4 5 6
1 do 20 4 3 1 4 6 2
1 do 40 5 & 3 9 13 5
1 do 60 9 6 5 13 16 11
l1do8 17 11 8 13 18 13
1do100 19 14 13 18 22 14

1do120 22 15 19 20 25 19
1do140 24 18 23 25 29 21
1do160 27 22 26 29 30 26
1do180 28 28 27 33 30 34

Tabela 1: Stevilo padcev posameznih pik od 1 do n metov.

V zadnjem poskusu tabele EI je vidno, da frekvence vedno bolj nihajo proti teoreticnim
frekvencam. To lahko bolj podrobno prikazemo s histogramom.

Porazdelitev postene kocke pri 180 metih.
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Slika 3: Absolutne frekvence pik kocke po 180-tih metih postene kocke.

Slika H predstavlja, da so frekvence posameznih vrednosti skoraj enakomerno porazde-
ljene. Do raznih odstopanj pride zaradi nasega naklju¢nega vzorca, ¢e bi Zeleli bolj
enakomerno porazdelitev, bi bilo potrebno povecati stevilo poskusov. Pri zelo velikem
stevilu poskusov (primer n = 1000000), naj bi bile absolutne frekvence zelo blizu teore-
ticnih. Uporabili smo zakon velikih Stevil [E]

Z uporabo Crtnega diagrama lahko pokazemo, kako se z veCanjem stevila poskusov spre-
minjajo verjetnosti posameznega izida. Za vsak n-ti poskus bomo v grafu za doloc¢eno



vrednost kocke prikazali verjetnost, ki se izracuna po formuli P(A4) = ™, kjer bo dogodek
A predstavljal stevilo padlih pik na kocki, stevilo m bo Stevilo pojavitev tega dogodka
do n-tega stevila poskusov in stevilo n bo stevilo vseh poskusov.

Graf verjetnosti postene kocke
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Slika 4: Verjetnosti pik postene kocke za vsak 20-ti poskus.

Na sliki H je razvidno, da z vecanjem Stevila poskusov verjetnosti vedno manj nihajo
in se vedno bolj priblizujejo teoreti¢ni verjetnosti, ki je % oziroma 0.16. Za dani vzorec
nam to pove, da naj bi bile vse pike priblizno enako verjetne.

Da bi res potrdili naso domnevo o postenosti kocke, si lahko pomagamo s testno sta-
tistiko. Kocka je postena, ko so vsi izidi enako verjetni, torej lahko govorimo, da je
porazdelitev enakomerna, X ~ U(n).

Nasa nicelna domneva Hy: porazdelitev je enakomerna.

Nasa alternativna domneva H,: porazdelitev ni enakomerna.

Naso kocko smo veckrat vrgli in zabelezili, kolikokrat je padla posamezna pika. To so
opazovane frekvence, ki jih oznac¢imo s f,. Ker naj bi bila kocka postena, naj bi bilo
stevilo padcev pik enako. To so teoreti¢ne frekvence, ki jih oznac¢imo s f;.

Podatke prikazemo v tabeli E

1 2 3 4 5 6
fo 28 28 27 33 30 34
fr 30 30 30 30 30 30

Tabela 2: Opazovane in teoreticne frekvence pik pri 180-tih metih poStene kocke.

Zanima nas, ali so taksna odstopanja samo pri tem naboru metov in je nasa kocka vseeno
postena ali res tako odstopajo, ker je kocka nepostena. Naj bo X slucajna spremenljivka,



ki steje koliko pik je padlo ob metu kocke. Testno statistiko (T'S) izra¢unamo po formuli:
k

(ft - fo)2
1=y U
pr i
kjer je k = 6 stevilo ploskev kocke oziroma velikost zaloge vrednosti sluc¢ajne spremen-
ljivke X. Izracun:

(3028 (30-28)°  (30-27)" (30-33)° (30-30) (30-34)>

30 30 30 30 30 30

TS = 1.4.

Vrednost testne statistike nam pove, da odstopanja opazovanih frekvenc od teoretic-
nih niso bila tako velika. Sedaj pa izra¢unamo vrednost kriticnega obmodja s (k — 1)-
prostostnimi stopnjami in stopnjo znacilnosti «. Ker ima kocka 6 izidov, je stevilo
prostostnih stopenj enako 5. Ker je nas vzorec velik in pri testiranju ne Zelimo biti
prestrogi, bomo za stopnjo znacilnosti vzeli « = 5%. Za manjSe vzorce se vzame vedji
a, tudi do 10%. Ce bi zeleli pri velikem vzorcu biti bolj strogi, bi vzeli o = 1%. Ker gre
za enostranski test, je kriticna vrednost enaka

X%—a(k - 1) = X3‘95(5) =11.1.

Ker je TS< 11.1, pomeni, da vrednost testne statistike ne pade v kriticno obmodéje [5],
torej nic¢elne domneve Hy ne zavrnemo in glede na nas vzorec sklepamo, da je kocka
postena.

3.B Nepostena kocka

Tokrat potrebujemo navaden mehek bonbon, da ga lahko preoblikujemo v kocko. Na
vsako stran bonbona nariSemo pike in belezimo stevilo pik, ki pade ob posameznem metu.
Poskus bomo ponovili 180-krat. Ker je kocka lahko nepostena, lahko pricakujemo, da
se bodo opazovane frekvence razlikovale od teoreti¢nih - ni pa nujno. V tabeli E SO
prikazani podatki za nas poskus.

n 1 2 3 4 5 6
1 do 20 2 5 3 3 3 4
1 do 40 5 8 4 5 8 10
1 do 60 5 13 5 9 14 14
1 do 80 5 14 7 10 20 24
1do100 8 18 13 11 23 27
1do120 14 20 15 13 26 32

1do140 16 26 18 14 32 34
1do160 16 28 21 17 39 39
1do180 19 34 25 18 43 41

Tabela 3: Stevilo padcev posameznih pik od 1 do n metov



Tokrat se v zadnjem poskusu vidi, da frekvence med seboj zelo odstopajo, primer: 5 in
6 pik bolj pogosto padejo, kot pa 1 in 4. To nakazuje, da je kocka morda res nepostena.

Porazdelitev nepostene kocke pri 180 metih.
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Slika 5: Absolutne frekvence pik kocke po 180-tih metih nepostene kocke.

Slika a prikazuje, da so absolutne frekvence zelo razlicne glede na nas vzorec. Ponovno
kot pri posteni kocki s ¢értnim diagramom prikazemo, kako se verjetnosti spreminjajo.

Graf verjetnosti nepostene kocke
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Slika 6: Verjetnosti pik nepostene kocke za vsak 20-ti poskus.

V tem primeru verjetnosti bolj odstopajo in se ne priblizujejo % oziroma 0.16. Se vseeno
pa s testno statistiko preverimo domnevo o postenosti.

Dommnevo bomo uporabili enako kot pri posteni kocki in v primeru, da je kocka nepostena,
bomo domnevo zavrnili. Podatke o frekvencah prikazemo v tabeli {.



1 2 3 4 5 6
fo 19 34 25 18 43 41
fr 30 30 30 30 30 30

Tabela 4: Opazovane in teoreti¢ne frekvence pik pri 180-tih metih nepostene kocke.

Zanima nas, ali so tako velika odstopanja samo pri tem naboru metov ali so znak nepo-
Stenosti. Naj bo X ponovno sluéajna spremenljivka, ki Steje koliko pik je padlo ob metu
kocke. Izracun:

(30 —19)2 (30 —34)2 (30—25)2 (30—18)% (30 —43)2 (30— 41)2

T = — 1 . .
5 30 * 30 * 30 * 30 + 30 + 30 087

Kriti¢na vrednost je enaka

X%—a(k - 1) = X3‘95(5) =11.1.

V tem primeru je TS > 11.1, pomeni, da vrednost testne statistike pade v kriti¢no
obmodje, torej nicelno domnevo Hy zavrnemo in glede na nas vzorec sklepamo, da je
kocka nepostena.

4 Met risalnega zebljicka

Pri tem poskusu potrebujemo navaden risalni zebljicek. Nas Zebljicek ima krozno glavo
polmera 4.5mm in konico dolzine 8mm. Zanima nas, ¢e ob slu¢ajnem metu zabelezimo
njegov polozaj, koliksna je verjetnost, da je konica obrnjena navzgor ali pa navzdol.
Torej ali zebljicek stoji ali lezi. Poskus izvedemo 100-krat in poskusimo iz podatkov
ugotoviti njegovo porazdelitev. Ali je Zebljicek poSten ali je katero stanje bolj pogosto
kot drugo. Zebljicek je posten, ko sta oba izida enako verjetna in lahko nanj gledamo
kot na kovanec. Podatke za zebljicke razliénih dolzin smo pridobili sami, tako da smo
konice zebljickov krajsali s klesci in 100-krat vrgli posamezen zebljicek.

S tabelo prikazemo, kolikokrat je bila konica obrnjena navzgor oziroma navdol.



n Navdol Navzgor

1 do 10 4 6
1 do 20 6 14
1 do 30 8 22
1 do 40 12 28
1 do 50 15 35
1 do 60 19 41
1do 70 21 49
1 do 80 29 51
1 do 90 35 95
1 do 100 40 60

Tabela 5: Absolutne frekvence obeh stanj meta zebljicka za vsak 10-ti poskus.

7 vzorca v tabeli E lahko vidimo, da bo konica veckrat obrnjena navzgor kot pa navzdol
in to v 60% primerov. S histogramom predstavimo porazdelitev.

Porazdelitev risalnega zebljicka.
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Slika 7: Porazdelitev meta risalnega zebljicka po 100 metih.

Naj bo X slucajna spremenljivka, ki belezi stanje risalnega zebljicka ob slucajnem metu.
Zaloga vrednosti spremenljivke zavzame dve vrednosti (konica obrnjena navzdol - 0,
konica obrnjena navzgor - 1). Torej je indikatorska s porazdelitvijo

X ~ (0(.]4 0?6)-

Podatke o verjetnosti smo dobili iz prejsnih meritev po 100 slu¢ajnih metih. Poskusimo
skrajsati konico in preverimo, ce se porazdelitev spremeni. Skrajsali jo bomo veckrat
(za 2 mm) in preverili, ¢e lahko dosezemo, da bo verjetnost obeh izidov priblizno enaka
50%.

Meritve v tabeli E smo pridobili, tako da smo s kleS¢ami skrajsali konico in zabelezili
izide za 100 metov.



8 mm 6 mm 4 mm 2 mm

n Navzdol Navzgor Navzdol Navzgor Navzdol Navzgor Navzdol Navzgor
1do 10 4 6 6 4 7 3 4 6
1 do 20 6 14 11 9 13 7 8 12
1 do 30 8 22 15 15 18 12 16 14
1 do 40 12 28 20 20 25 15 19 21
1 do 50 15 35 24 26 29 21 23 27
1 do 60 19 41 27 33 37 23 30 30
1do 70 21 49 31 39 44 26 38 32
1 do 80 29 51 34 46 52 28 45 35
1 do 90 35 55 39 51 56 34 51 39
1 do 100 40 60 44 56 57 43 56 44

Tabela 6: Zabelezene meritve padca zebljicka ob razlicnih dolzinah konice.

S krajSanjem konice se frekvence spreminjajo in kot kaze je konica veckrat konica obr-
njena navzdol kot pa navzgor. Porazdelitve so vidne na sliki 8.

Porazdelitve zebljicka
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Slika 8: Porazdelitve padca zebljicka pri razli¢nih dolzinah konice.

Na nasih vzorcih zgleda, da ko konico skrajSamo na manj kot 6 mm, se porazdelitev
obrne. Sklepamo, da je priblizno pri 4.5 mm porazdelitev morda enakomerna, saj toliko
meri tudi polmer zZebljicka. Da bomo bolj prepricani o nasem sklepanju, naredimo vec
vzorcev, tako da konico postopoma skrajsSujemo za en milimeter in naredimo raztreseni
graf na katerem bomo opazili morebitno korelacijo med dolzino konice in verjetnostjo,
da bo konica v zraku. Naj bo X spremenljivka za dolzino konice v mm in Y verjetnost,
da bo konica obrnjena navzgor pri vzorcu velikosti 100. V tabeli El so prikazane meritve,
ki smo jih pridobili, ko smo 9-krat izbrali nakljucen vzorec velikosti 100 in izrac¢unali
verjetnost, da bo ob metu konica obrnjena navzgor.



Tabela 7: Zabelezene verjetnosti 9 razlicnih dolzinah in vzorcev velikosti 100.

Postopek ponovimo Se za razliéne dolzine konic in pare (X;,Y;) prikazemo z grafom.
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Slika 9: Raztreseni graf, ki za razli¢ne dolzine konic prikazuje verjetnost, da bo konica obrnjena
navzgor.

Po ve¢ vzorcih zgleda, da porazdelitev ni enakomerna pri 5 mm, ampak bolj pri 0 mm
in pa 1 mm. To je tudi smiselno, saj pri 0 mm lahko na zebljicek gledamo kakor kova-
nec, pri 1 mm pa zaradi vdolbine ploskve zZebljicka. Namrec¢ ploskev ni ravna, ampak je
izdolblena in 1 mm konice na drugi strani pa morda enakomerno porazdeli utez na obe
strani zebljicka.

Na sliki E zgleda, kot da sta spremenljivki linearno odvisni. Poskusimo linearnost do-
kazati z uporabo linearne regresije, da dolozimo premico, ki se najboljSe prilega nasim
podatkom Zeleli bi tudi ocenit Y pri znanem X. Parametra se izra¢unata po formuli
b= % ina=y— b- z, kjer k;, predstavlja vzoréno kovarianco med spremenljivkama

X in Y, s2 predstavlja varianco vzorca spremenljivke X, Z in 7 pa sta vzoréni povpredji
spremenljivk. Tako cenilko na Y pri danem X zapisemo z ¥ = a + b- X. Najprej

izra¢unamo n
7= Zi:l L4 — 4’
n
n .
g = =LY _ 406,
n

10



Vzoréno kovarianco spremenljivk

Koy = i (@i —7) - (yi — 7)

n—1

= 0.0737,
ker je k;, > 0, gre za pozitivho povezanost spremenljivk.

n
. -1 (T —
Varianco s2 = iz (@imE)”

~ k:l.t/

Izraéun parametra b = 2 = %087 — 0.00983 in & = §—b-z = 0.496—0.00983-4 = 0.457

Konéﬁ enacha regresijsi;e premice je Y = 0.457 4 0.00983 - X in je predstavljena na
sliki [LO.

Regresijska premica glede na nase vzorce
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Slika 10: Vzorci pri razlicnih dolzinah konice in regresijska premica.

5 Kombinirana porazdelitev

Zanima nas, kaksna je skupna porazdelitev med kocko in zZebljickom, ¢e za vsak met obe
vrednosti zdruzimo z neko matemati¢no funkcijo. Naj bo X slucajna spremenljivka, ki
belezi stanje risalnega zebljicka ob slu¢ajnem metu. Zaloga vrednosti spremenljivke za-
vzame dve vrednosti (konica obrnjena navzdol - 1, konica obrnjena navzgor - 2). Slu¢ajna
spremenljivka Y pa steje stevilo pik, ki pade ob metu kocke. Porazdelitvi sta

X ~ (0?4 0?6)7

Slucajni spremenljivki sta med seboj neodvisni, ker Vz,y : P(X = z,Y =y) = P(X =
x) - P(Y = y) in sta podani s skupno porazdelitvijo, ki je prikazana v tabeli E
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Tabela 8: Kombinirana porazdelitev sluc¢ajnih spremenljivk X in Y.

Naj bo slucajni vektor Z = min(X,Y’), torej ob obeh metih vzamemo najmanjSo vre-
dnost. Zaloga vrednosti spremenljivke Z je {1,2}. Posamezno vrednost je mogoce dobiti
na naslednje nacine:

1 :min(1,1), min(1,2), min(1,3), min(1,4), min(1,5), min(1,6), min(2, 1)

2 : min(2,2), min(2, 3), min(2,4), min(2,5), min(2, 6

~—

Za dan par lahko v tabeli vidimo verjetnost in verjetnosti med seboj sestejemo.

—1)— 1 1 1 1 1 1 1 _
P(Z—l)—¥+¥+1*15+1*15+$+ﬁ+ﬁ—0.5
P(Z=2)=15+1+1+1+ 10 =05
Dobimo koné¢no porazdelitev Z ~ (L (%), ki je ravno enakomerna in tudi indikator-

ska. Taksna porazdelitev pride samo zaradi porazdelitve spremenljivke X. Pri drugacni
porazdelitvi X bi dobili samo indikatorsko porazdelitev.

Porazdelitev pri simulaciji.
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Slika 11: Porazdelitev nove slucajne spremenljivke Z = min(X,Y).

Na sliki @ je prikazana porazdelitev, pri kateri smo z racunalnikom generirali 50000
nakljuénih metov.

6 Zakljucek

Spoznali smo, da se postena igralna kocka in nasa doma izdelana razlikujeta. Doma iz-
delana se je res izkazala za neposteno, ker so bila odstopanja med frekvencami prevelika.
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To smo tudi preverili s testno statistiko.

Nas risalni zebljicek ni imel izida enako verjetna. Pri daljsi konici bi pricakovali, da
bo konica ob slu¢ajnem metu veckrat obrnjena navzdol zaradi njene teze. S krajsanjem
konice bi pricakovali, da bo konica veckrat obrnjena navzgor in brez konice bi se risalni
zebljicek moral obnasati kot posten kovanec. Zanimiva je bila ugotovitev, da je glede
na nase dolzine konic u¢inek ravno obraten in da prvotno razmisljanje ni bilo ustrezno.
Morda je zebljicek spremenil obliko zaradi odbijanja ob povrsino pri ponavljanju poskusa
in smo zato dobili taksne meritve. Morda pa je daljsa konica preprecila, da bi ob metu
veckrat pristal na tleh. Ugotovili smo, da obstaja linearna odvisnost med kranjsanjem
konice in verjetnostjo posameznega polozaja zebljicka.

V nasem primeru je bila porazdelitev risalnega zebljicka ob slucajnem metu enaka
(o o%)- Ce smo ob slu¢ajnem metu postene kocke in tega Zebljicka vzeli njuno mi-
nimalno vrednost, smo pri velikem Stevilu poskusov dobili enakomerno porazdelitev.
Torej lahko bi rekli, da smo iz postene kocke in nepostenega zebljicka dobili posten
zebljicek z enako verjetnostjo obeh pozicij.
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