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1 UVOD

1.1 Uporabnost abstraktnih teorij v vsakdanjem zivljenju

Nekatere matematic¢ne teorije, kot so abstraktna algebra, teorija Stevil in konéni
obsegi, so v zadnjem desetletju postale zelo pomembne tudi v vsakdanjem
zivljenju. Glavni “krivec“ za to je Siroka uporaba osebnih racunalnikov, ki
so med seboj povezani prek svetovnega spleta, zaradi Cesar se je pojavila velika
potreba po varnosti podatkov ter prenosu informacij brez napak.

Le kako naj beremo informacije s CD-ja, ne da bi se pri tem kje zmotili?
Podatke na CD-ju je potrebno zakodirati tako, da bomo naklju¢no napako med
branjem odkrili in jo znali tudi popraviti. Resitev tega problema je recimo
uporaba Reed-Solomonove kode, ki je najbolj pogost tip kod za popravljanje
napak.

Tudi varovanje podatkov postaja vedno bolj pomembno. Dandanes prakti¢no
vsaka banka ponuja svoje storitve tudi preko interneta, zato je potrebno vz-
postaviti varno povezavo med klientom in banko. To pomeni, da ni mogoce,
da bi neka tretja oseba prisluskovala komunikaciji med njima. Se bolj pa je
pomembno to, da se neka oseba ne bi mogla lazno identificirati in izvrSevati
nepooblascenih transakcij. Tu pa za varnost poskrbi kriptografija.

Kje pa se vidi uporabnost kon¢nih obsegov?

Konéni obsegi so matemati¢na teorija, ki je osnova za javno kriptografijo in
teorijo kodiranja. Natanc¢neje, z njimi se veliko ukvarjamo pri kriptosistemih
z javnimi kljué¢i, npr. kriptosistemi z elipticnimi krivuljami, ki temeljijo na
tezavnosti reSevanja problema diskretnega logaritma nad konénim obsegom Z,,.
S koné¢nimi obsegi se srecamo tudi pri kodah za popravljanje naklju¢nih napak,
ki se pojavijo pri prenosu ali hranjenju podatkov.

1.2 Kratka vsebina poglavij

V drugem poglavju bomo definirali konéne obsege. Povedali bomo, v kakSnem
smislu nam nerazcepni polinom generira koncéen obseg. Nato si bomo pogledali
tri predstavitve konénega obsega: eksponentno, polinomsko in vektorsko, ki si jo
bomo najbolj podrobno ogledali. Za izpeljavo zadnje predstavitve bomo vpeljali
pojem baza za koncne obsege. Definirali bomo operaciji seStevanja in mnozenja
med elementi vektorske predstavitve obsega. Na koncu drugega poglavja si bomo
ogledali Se zgled vseh treh predstavitev na obsegu Fas. V drugem razdelku
tega poglavja bomo definirali polinomske, normalne in dualne baze. Podrob-
neje bomo obravnavali normalne baze. Tretje poglavje bo posvec¢eno prehodu
med bazama z matriko. Predstavili bomo algoritem za doloc¢itev elementov ma-
trike in napravili analizo algoritma. Ugotovili bomo, da je prehod z matriko
¢asovne in prostorske zahtevnosti O(n?). Motiv éetrtega poglavija bo izboljsava
casovne in prostorske zahtevnosti prehoda med bazama. V prvem razdelku
bomo vpeljali osnovne operacije aritmetike konénega obsega, s katerimi bomo v



petem poglavju izpeljali nove algoritme. Nato bomo definirali problema uvoza
in izvoza. V drugem razdelku ¢etrtega poglavja pa bomo predstavili Se tri leme,
ki nam bodo posredovale osnovne ideje za izpeljavo izboljsanih algoritmov za
prehod med bazama, ki bodo ¢asovne in prostorske zahtevnosti O(n). Izboljsane
algoritme bomo predstavili v petem poglavju. V Sestem poglavju bo sledila se
analiza novih algoritmov za prehod med bazama.

2 KONCNI OBSEGI

2.1 Predstavitev

Konéni obsegi so obsegi s konénim stevilom elementov. Stevilo elementov konénega
obsega je potenca prastevila (Birkhoff and Mac Lane 1996). Konéni obseg s ¢
elementi bomo oznacili z Fy, kjer je ¢ = p™ potenca prastevila.

V primeru, ko je n = 1, lahko koné¢ni obseg [, predstavimo kot kolobar ostankov
pri deljenju s p, torej Z,, z operacijama se§tevanja in mnozenja po modulu p.

Za n > 1 pa je predstavitev malo bolj kompleksna. Najprej definirajmo po-
jem merazcepen polinom.

Definicija. Polinom f nad obsegom F je nerazcepen, ¢e ne obstajata taka
nekonstantna polinoma g in h nad istim obsegom, da bi veljalo f = gh.

Trditev. Za vsak n obstaja nerazcepen polinom stopnje n s koeficienti iz F,
(glej [7], str. 83).

O

Spodnja tabela prikazuje vse nerazcepne polinome s koeficienti iz Fy stopenj od
1 do 5.

nerazcepni polinoms

142z, z

1+z+2?

1+z+23 14+2%24 28

l+z+2* 1+ +22+23+24 1423 +2°

1+a224+2° 1+ao+a?+23+2° 1423 +25 14+a+ 23+ 2%+ 28,
1+224+a3+2t+2° 1+ +22+24+2°

U W N3

Tabela 1: Nerazcepni polinomi nad Fo do stopnje 5.

Za implementacijo kriptografskih aplikacij so najbolj pomembni nerazcepni poli-
nomi nad Fy, ki imajo ¢im manjse Stevilo ¢lenov. Kandidat za nerazcepen poli-
nom nad Fo mora imeti prosti ¢len, sicer bi lahko izpostavili faktor z. Poleg
tega mora imeti Se sodo potenc, sicer bi bila 1 ni¢la in bi lahko izpostavili faktor



x+1. Tako da so najpreprostejsi kandidati trinomi oblike 2™ 4+ 2% +1. Ce neraz-
cepni trinom ne obstaja, so naslednji kandidati pentanomi. Tabelo nerazcepnih
trinomov nad Fy do stopnje 1478 lahko najdes v [7], str. 158, 159.

V kaksnem smislu nerazcepen polinom stopnje n nad I, generira obseg F,?

Denimo, da je «a nicla nerazcepnega polinoma. Ce ra¢unamo potence nicle,
dobimo:

a®=1

al

aP 2

A

S potenciranjem nicle smo dobili ¢ —1 razli¢nih elementov. Torej je o primitiven

element za multiplikativno grupo F, brez ni¢le. Ce dodamo Se 0, dobimo ¢ ele-

mentov. Dogovorimo se, da bomo niclo oznagcili z a~°°. Dobili smo predstavitev

Fq = {a™, a® al,a?; ... a?72}. Tej predstavitvi koncnega obsega F, pravimo
eksponentna predstavitev. Mnozenje definiramo kot

o X of = qiti (mod (g=1))

Za definicijo operacije seStevanja pa ta predstavitev ni prakti¢na.

Zato si oglejmo raje drugo predstavitev IF, s polinomi stopnje manjse od n
in koeficienti iz IF,,. Poljuben element obsega bo oblike 12" Y a0z 2+
...+a1x+ag. Definirajmo operaciji seStevanja in mnozenja med elementi obsega.

n—1 n—1 n—1
Z a; '+ Z b 2t = Z(ai +b;) (mod p) ',
i=0 i=0 i=0

n—1 n—1 n—1 n—1
Zai ' x Zbi b = Zai xiZbi z* (mod f(x)),
i=0 i=0 i=0 i=0

kjer je f(z) nerazcepen polinom stopnje n nad F,. Ta predstavitev obsega F,
ustreza kvocientnemu prostoru

Zylal/ f(z).

Definirali smo polinomsko predstavitev koncnega obsega.

Oglejmo si Se tretjo predstavitev. Na obseg F, lahko gledamo tudi kot na
vektorski prostor dimenzije n nad F,,.

Definicija. Mnozica Q = {wo, w1, ...,wn_2,wn—1} elementov iz F, je baza za
IF,, e so elementi mnozice linearno neodvisni nad I,,.



Tedaj lahko poljuben element obsega IF, enoli¢no zapiSemo kot linearno kombi-
nacijo 27" a;w;, kjer so koeficienti a; iz obsega F,. Identificirajmo 37"} a;w;
z vektorjem A = (ag,ay,...,an—1). Vektor A je vektorska predstavitev elementa
glede na bazo ).

Definicija. Naj bo Q = {wg,w1,...,wp—2,w,—1} baza konénega obsega F,.
Multiplikacijska matrika je matrika Ty = (tgf))?;zlo velikosti n x n nad Fp,

katere (i, 7)-ti element je k-ti koeficient v razvoju produkta w;w; v bazi Q.

n—1

k
wiWj; = Ztl('j) WE
k=0

Mnozici {Tpy, T1, ..., Tn—1} pravimo multiplikacijska shema za bazo Q.
Naj bosta vektorja A = (ag, ai, ..., an—1) in B = (bg, b1, ..., by—1) vektorski pred-

stavitvi elementov obsega F,. Izracunajmo njun produkt, ki ga oznac¢imo s
C = (Co, Cly.eny Cn—l)-

n—1 n—1 n—1 n—1
Cr = Z a;w; X Z bjw]' [k] = Z aibj (wiwj) [k] = Z aitl(.f)bj = ATkBT
=0 7=0 i,7=0 1,7=0

Ce poznamo multiplikacijsko shemo, lahko izra¢unamo vse komponente vektorja
C. Vendar je za velike n ta shema neprakti¢cna. Na sreco pa obstajajo baze za
katere je multiplikacijska shema enostavnejsa. To pomeni, da imajo matrike T},
manj nenicelnih elementov ali pa ima shema druge regularnosti.

Sedaj si na enem primeru oglejmo Se tri predstavitve obsega [Fos. Za neraz-
cepen polinom smo izbrali f(z) = 23 +x + 1 iz Tabele 1, a pa je nicla tega
polinoma.

eksponentna | polinomska | vektorska v bazi {a?, a, 1}
o™ 0 (0,0,0)
a? 1 (0,0,1)
al @ (0,1,0)
a? a? (1,0,0)
al a+1 (0,1,1)
at o +a (1,1,0)
ad a?+a+1 (1,1,1)
ab a?+1 (1,0,1)

Tabela 2: Razliéne predstavitve obsega Fas.



2.2 Baze kon¢énih obsegov

Ce hocemo racunati v konénih obsegih, potrebujemo aritmetiko konénega ob-
sega. Najprej se moramo odlociti, kako bomo predstavili elemente obsega. To
pomeni, da moramo izbrati bazo. Kot bomo v nadaljevanju videli, imamo na
voljo ve¢ baz. Tu se takoj pojavi vprasanje, katero izbrati. Odlocitev pa je
odvisna od operacij, ki jih bomo izvedli. Kasneje bomo videli, da so lahko
nekatere operacije v eni bazi veliko hitrejse kot v drugi.

Definicija. Naj bo « tak element iz F,, da je mnozica {a" !, a" "2, ... a,1}
baza za [F,. Mnozici {a""t a""2 .. «a,1} pravimo polinomska baza za F, nad
Fp,.
Trditev. Za vsak koncen obseg obstaja vsaj ena polinomska baza. Element
o generira polinomsko bazo za IFy natanko takrat, ko je o nicla nerazcepnega
polinoma stopnje n s koeficienti iz F,, (glej [8], str. 7).

O

Definicija. Naj bo 3 tak element Fy, da je mnozica {3, 37, gL e gt
baza za F,. Mnozici {ﬂ,ﬁp,BPQ, ...,ﬁpnfz,ﬁpnfl} pravimo normalna baza za F,
nad IF,. Elementu 3, ki to bazo generira, pa normalni element.

2

Definicija. Nerazcepnemu polinomu, ki ima za ni¢lo normalni element, prav-
imo normalni polinom.

Trditev. Za vsak2 koncen gbseg ?bstaja vsaj ena normalna baza. Elementi
mnozice {8, 37,87 ,...,8”" , """} so nicle normalnega nerazcepnega poli-
noma stopnje n s koeficienti iz F,, (glej [8], str. 8).

O

Nicla nerazcepnega polinoma stopnje n nad IF, nam vedno generira polinomsko
bazo za F,. V posebnem primeru je lahko nerazcepni polinom tudi normalni
polinom in je ni¢la normalni element, ki nam generira tudi normalno bazo. Tako
da bom odslej v obeh primerih govoril o polinomu obsega.

Med vsemi bazami so najbolj pomembne tiste, pri katerih je mnozenje najbolj
ucinkovito. Za mnozenje v normalnih bazah ne potrebujemo celotne multip-
likacijske sheme, temveé¢ samo multiplikacijsko matriko Ty (glej [9], str. 6 in [1],
str. 107-108). Da bo mnozenje Se hitrejSe mora imeti multiplikacijska matrika
¢im manj nenicelnih elementov. V ta namen bomo vpeljali pojem kompleksnost
normalne baze. Manjsa kompleksnost pomeni ve¢ ni¢el v multiplikacijski ma-
triki in s tem hitrejSe mnozenje v tej bazi.

Definicija. Oznacimo s Cny kompleksnost normalne baze N oziroma Stevilo
nenicelnih elementov v multiplikacijski matriki 7j za normalno bazo N.

Trditev. Za vsako normalno bazo N velja, da je Cny > 2n —1 (glej [9], str. 7).
O



Definicija. Normalna baza N je optimalna, ¢e je Cn = 2n — 1. Optimalne
normalne baze bom vcasih oznaceval z ONB.

Trditev. Naj bo n+1 prastevilo in p primitiven v Z,, 1. Potem so vsi (n+1)-vi
koreni enote razen enote same linearno neodvisni in tvorijo ONB za Fp» nad Fp,.
Bazi, generirani na ta nacin, pravimo ONB tipa 1. Normalni polinom pa je

(glej [9], str. 65-67).

Trditev. Naj bo 2n + 1 prastevilo in naj velja ena od tock:
(1) 2 je primitiven v Zg,4+1 ali
(2) 2n+ 1 =3 (mod4) in 2 generira kvadratne ostanke v Zgy, 1.

Potem element 3 = v + v~! generira ONB za Fo» nad Fo, kjer je v primi-
tiven (2n 4 1)-vi koren enote. Bazi, generirani na ta na¢in, pravimo ONB tipa
2. Normalni polinom je

f@) == =7

j=1
(glej [9], str. 65-67).
(I

Naj omenim Se, da poznamo tudi druzino Gaussovih normalnih baz, ki jih
ozna¢imo z GNB. GNB tipa 1 je ravno ONB tipa 1, podobno je GNB tipa
2 ONB tipa 2. ONB so podmnozica GNB ([1], str. 92, 110).

Definicija. Naj bo mnozica {wo, w1, ...,wn—2,wn—1} baza za F, in h: F; — F,
linearna nenicelna preslikava. Dualna baza glede na h je {tg, ¥1, ..., Yn—2, Yn—1},
tako da velja

1 5 i=3

h(“"wﬂ'):{ 0 i)



3 PREHOD MED BAZAMA 7Z MATRIKO

3.1 Prehodna matrika

Za kriptografske aplikacije, ki temeljijo na aritmetiki konénega obsega, je pomem-
bna izbira aritmetike, saj hocemo doseci, da bo aplikacija delovala ¢im hitreje.
To pa je odvisno od algoritmov, ki jih aplikacija uporablja in izbora baze. Neka-
teri algoritmi so namrec hitrejsi, ¢e imamo elemente obsega predstavljene v eni
bazi, za druge algoritme pa je boljsa druga baza. Tu se pojavi problem, kako ele-
ment konénega obsega, ki je predstavljen glede na eno bazo, predstaviti v drugi
bazi. Vektorju s komponentami glede na eno bazo je treba prirediti vektor s
komponentami glede na drugo bazo. Is¢emo izomorfizem med dvema koncénima
vektorskima prostoroma. Torej bomo prehod opisali z matriko.

Denimo, da imamo vektorsko predstvitev B = (By, By, ..., Bn_1) nekega ele-
menta glede na bazo = {wp,w1,...,wn—1}. Radi pa bi imeli vektorsko pred-

stavitev v bazi ¥ = {¢g, ¢1, ..., Yn_1} in sicer vektor A = (Ag, A1, ..., An—1). Ce
A in B predstavljata isti element, mora veljati

n—1 n—1
ZAi ¥ = ZBi w;.-
i=0 i=0
Poiskati pa je treba prehodno matriko M : 2 — W, tako da bo veljalo
A= BM,

kjer vektorje piSemo kot vrstice. Potem je

n—1
A; = Z B; Mj;.
=0

Sledi
n—1 n—1n—1 n—1 n—1
ZAi Yy = ZZB]‘ Mji s = ZBj ZMji Y.
i=0 =0 j=0 j=0 =0

Od tod sledi, da je
n—1
wj = Z Mj; ;.
i=0

Torej je j-ta vrstica matrike M razvoj elementa w; glede na bazo ¥. V nasled-
njem razdelku bomo predstavili algoritem za dolocitev elementov matrike M pri
prehodu med bazama za F,.



3.2 Algoritem za izracun elementov prehodne matrike

vhodni podatki:

(1) po(w): polinom, ki generira bazo € za F,

(2) p1(t): polinom, ki generira bazo ¥ za F,
Opomba: V primeru polinomske baze je to nerazcepen polinom stopnje n nad
F,, v primeru normalne baze pa normalni polinom stopnje n nad F,, katerega
nicla je normalni element.

izhodni podatki:

prehodna matrika M med bazama €2 in ¥

algoritem ”Prehodna matrika”

1. Naj bo u ni¢la polinoma pg(u) glede na bazo ¥, ki jo dobimo s proba-
bilisti¢nim algoritmom (glej [1], str. 103, 104).

2. Izracunaj elemente m;; matrike M za0 <i<n—-1in0<j<n—1:

2.1 Ce sta Q in ¥ polinomski bazi:

n—1

1= § Mn—1,5 i
Jj=0

n—1
u = E Mp—2j tnili]
Jj=0

n—1
un72 _ § my tnflfj
7=0

n—1
un—l _ § mo,; t’n—l—j.
j=0

2.2 Ce je Q polinomska in U normalna baza:

n—1
p?
1= E mnfl’jt
Jj=0

10



n—1

p?

u = E mn,gyjt
Jj=0

n—1 )

_ J

u" 2= E mi,j tP
=0

n—1 )

— J

u"mt = E mo,; 7.
J=0

2.3 Ce sta Q in U normalni bazi:

n—1

J

u = E mo,; .
Jj=0

Tako smo dobili 0-to vrstico, (mg,0, M0 1, ..., Mo.n—1), matrike M. Vsako
naslednjo vrstico dobimo s cikliécnim pomikom prejs$nje v desno.

2.4 Ce je Q normalna in U polinomska baza:

n—1
u = E mo,; tnili]
=0

n—1
uP = E mi, tnilij
Jj=0

n—1
y—2 .
p" — o yn—1—j
U = E My_9;
7=0

n—1
n—1 .
n—1—
u? = g My—1,; ¢ J,
Jj=0

3. Izhod

™mo,0 mo,1 cee mo,n—1
mio min <. min-1
Mp—-1,0 Mp—-1,1 .-+ Mp—-1n-1

11



3.3 Zgledi prehodov med bazama

Zgled 2.1: polinomska baza — polinomska baza

Naj bo Q polinomska baza s polinomom obsega po(u) = u® +u* +u? +u+ 1 za
Fys. Za ¥ pa vzemimo polinomsko bazo s polinomom obsega p; (t) = t° +12+1.
Nicla polinoma pg glede na bazo ¥ pa je u =t + 1. Racunamo:

1=1

u=t+1

w=0t+1)2 =2 +2t+1=t2+1

ud

E+D)t+D) =3 +12+t+1

w=E++t+ D)+ )=t +283 + 22+ 2t + 1=t + 1.

Na vsakem koraku je treba mnoziti z u in po potrebi rezultat oklestiti mod-
ulo polinom p;. Iskana prehodna matrika je

=

Il
OO OO
OO O = O
OO R = O
O = O = O
= s

Zgled 2.2: polinomska baza — normalna baza

Naj bo © polinomska baza s polinomom obsega po(u) = u® + u? + 1 in ¥
ONB tipa 2 za Fys. Torej py(t) = t° + t* + ¢ + ¢t + 1. Niéla polinoma py je
u=t? +t* + 18 + ¢16. Racunamo:

1=t+t2+t*4+¢3 416

uw="t> 4t + 1% + 11

u2:(t2+t4+t8+t16)2:t4+t8+t16+t32Et+t4+t8+t16
u? = (4t t H O) (8 t P - t0) =ttt 210
ut = (4t O (8t 1 10 =t 12 41 11

Na vsakem koraku smo mnozili z elementom u. Uporabili smo algoritem za

12



mnozenje v normalnih bazah, ki je opisan v [1], str. 107, 108.

<

I
— O = =
—_—0 O
=== = O
=
= = = =

Zgled 2.3: normalna baza — normalna baza

Naj bo 2 GNB tipa 3 za Fys. Torej po(u) = u* +u® + 1. Za ¥ pa vzemimo
ONB tipa 1. Kar pomeni pi(t) = t* + > + > + ¢ + 1. Nicla polinoma pg je
u =t +t* 4 t8. Takoj lahko zapisemo prehodno matriko

O~ = =
— == O
=
— O = =

Zgled 2.4: normalna baza — polinomska baza

Naj bo €2 ONB tipa 1 za Foa. To pomeni, da smo za polinom obsega izbrali
po(u) = u* +u® +u? +u+ 1. Za ¥ pa vzemimo polinomsko bazo s polinomom
obsega pi1(t) = t* +t + 1. Nicla polinoma py glede na bazo ¥ je u = t3 + t2.
u=t>+12

W =E+2)2 =t +t* =3+ 12+t +1 (mod py)

wr=E+2+t+1)? =0+t +#2+1=13+t (mod py)

ud = (3 +1)2 =t +t2 =3 (mod py).

Na vsakem koraku smo kvadrirali in rezultat oklestili modulo polinom p;. Tako
smo dobili

== =
OO ==
O~ = O
[ e )

Opomba. Prehodne matrike M v vseh zgornjih primerih sem dobil s funkcijo
transitonMatriz in ustreznimi argumenti, ki sem jo sprogramiral v Mathematici
in se nahaja v prilozeni datoteki (glej [10]).

13



3.4 Analiza prehoda med bazama z matriko

Algoritem Prehodna matrika nam vrne prehodno matriko M velikosti n x n, s
katero znamo pretvarjati med bazama 2 in ¥ po formuli A = BM. Za pre-
hod v drugi smeri pa rabimo inverzno matriko M ! in raéunamo po formuli
B = AM~'. Torej, za prehod med bazama v obe smeri bi morali imeti poleg
matrike M tudi njen inverz, kar bi nas stalo Se enkrat ve¢ pomnilnika. Ma-
triko M~ bi lahko tudi izra¢unali iz matrike M, kar pa bi bila potrata ¢asa.
Prostorska zahtevnost prehoda je O(n?) koeficientov iz F,. To lahko postane
nezanemarljivo veliko ze vprimeru, ko je n = 160 za Fan. Potrebovali bi 3.2 kb.
Druga slabost metode prehoda med bazama z matriko pa je, da ni nujno, da
je mogoce implementirati produkt med matriko in vektorjem s koeficienti iz F,
z aritmetiko izbrane baze v poceni strojni opremi. Casovna zahtevnost pre-
hoda med bazama z matriko je O(n?) operacij v F,. Izracunati je potrebno n
skalarnih produktov vektorjev dolzine n s komponentami iz IF,,.

4 I1IZBOLJSAVA CASOVNE IN PROSTORSKE
ZAHTEVNOSTI PREHODA MED BAZAMA

Sedaj vemo, da lahko prehod med bazama izvr§imo s pomocjo matrike. Eden
izmed drugih pristopov resevanja problema prehoda med bazama je s pomocjo
principa mnozenja z elementi iz dualne baze, vendar bi morali shraniti celotno
dualno bazo, kar bi spet zahtevalo ve¢ pomnilnika. Ta resitev je podrobno
opisana v [4]. Nas cilj je izboljsati tako ¢asovno kot prostorsko zahtevnost iz
prehoda med bazama z matriko. V naslednjem razdelku bomo navedli orodja,
ki jih imamo na voljo, ter definirali probleme, ki jih zelimo resiti.

4.1 Problem uvoza in izvoza

Zelimo izvesti prehod med bazama, ne da bi pri tem porabili veliko pomnilnika
ali potrebovali preveliko stevilo operacij. Radi bi izkoristili u¢inkovitost operacij
konénega obsega ene baze kot pa implementirali nove operacije, npr. mnozenje
matrik. Pri prehodu z matriko smo namre¢ morali znati izracunati produkt
BM, kjer je bil B vrsti¢ni vektor in M prehodna matrika. To sicer ni zapletena
operacija, vendar ni nujno, da jo vsaka aritmetika kon¢nega obsega podpira,
saj ni osnovna operacija. Naj bo mnotranja baza tista baza, katere aritmetiko
poznamo. Na naslednji strani so navedene operacije, ki jih aritmetika podpira.
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Naj bosta A in A vektorski predstavitvi obsega F,. Element s naj bo skalar iz
F,,. Aritmetika notranje baze pozna naslednje operacije.

seStevanje oziroma odStevanje|: A+ A

ez Axd

’mnoienje s skalarjem iz I, ‘ : sxX A

’ izbira i-tega koeﬁcienta‘ : Ali

Drugo bazo pa bomo imenovali zunanja baza. Operacijo prehoda med zunanjo
in notranjo bazo bomo imenovali wvoz. Operaciji v drugi smeri pa bomo rekli
izvoz. Sledi podrobnejsi opis dveh problemov.

- problem wvoza

Podani imamo notranjo in zunanjo bazo za F, in vektor B, ki je vektorska
predstavitev elementa obsega IF, glede na zunanjo bazo. Dolo¢iti pa je treba
ustrezen vektor A, natan¢neje vektorsko predstavitev istega elementa v notranji
bazi primarno z uporabo aritmetike notranje baze in ¢im manjso prostorsko za-
htevnostjo.

- problem izvoza

Podani imamo notranjo in zunanjo bazo za F, in vektor A, ki je vektorska
predstavitev elementa obsega I, glede na notranjo bazo. Dolociti pa je treba
ustrezen vektor B, natan¢neje vektorsko predstavitev istega elementa v zunanji
bazi primarno z uporabo aritmetike notranje baze in ¢im manjso prostorsko za-
htevnostjo.

Splosnejsi problem prehoda med dvema zunanjima bazama 2 in Q' bomo resili
tako, da bomo najprej element iz baze ) uvozili v notranjo bazo ¥, nato pa
izvozili v zunanjo bazo 2 .

Kasneje bomo izpeljali stiri algoritme za prehod med bazama, po dva za prob-
lem uvoza in dva za problem izvoza. Privzeli bomo, da sta obe bazi definirani
nad istim obsegom F,, ter da so koeficienti iz I, predstavljeni na enak nac¢in v
obeh bazah. Zahtevali bomo, da je zunanja baza polinomska ali pa normalna.
To pomeni, da je element € iz obsega IF, razvit po zunanji bazi oblike

EZZB[W (1)
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ali pa
n—1
e=> Bl (2)
i=0

kjer je v generator zunanje baze in so B[0], ..., B [n — 1] iz F), komponente vek-
torske predstavitve B v zunanji bazi. Privzeli bomo tudi, da je podana notranja
predstavitev G elementa -y, sicer bi ga morali dodatno izracunati. Algoritmi za
prehod bodo neodvisni od notranje baze. Lahko je polinomska, normalna ali
pa celo kaksnega drugega tipa. Znali bomo pretvarjati med polinomsko in nor-
malno bazo, med normalno in polinomsko, med polinomsko z enim generatorjem
v polinomsko z drugim generatorjem ter med normalno z enim generatorjem v
normalno z drugim generatorjem. Privzeli bomo, da imamo na voljo u¢inkovito
aritmetiko notranje baze. Z drugimi besedami povedano, operacije, ki smo jih
na prejsnji strani opisali, morajo biti kolikor je mogoce hitre.

4.2 Teoreticno ozadje za izpeljavo novih algoritmov

Algoritme za uvoz iz zunanje baze lahko skonstruiramo na osnovi direktnega
racunanja enacb (1) in (2). Ker poznamo notranjo predstavitev G generatorja
v, lahko enostavno pretvorimo vsak element iz zunanje baze v predstavitev v
notranji bazi z uporabo operacij v notranji bazi. Algoritmov za izvoz v zunanjo
bazo pa ne moremo skonstruirati na enak nacin, saj ne vemo, kako pretvoriti
vsak element v notranji bazi v predstavitev glede na zunanjo bazo z uporabo
operacij v notranji bazi, pa ¢etudi bi poznali zunanjo predstavitev generatorja.
Zato bomo uporabili druge pristope za resitev tega problema, ki jih bomo opisali
v naslednjih treh lemah.

Lema 1. Denimo, da je zunanja baza polinomska z generatorjem ~. Naj
bo B vektorska predstavitev elementa € iz obsega F, v zunanji bazi in B’ vek-
torska predstavitev elementa ey~! v zunanji bazi. Ce je B [0] = 0, potem za
0<i<n-—1velja

B'lij=Bli+1].

Dokaz.
n—1 n—1
e=> Blily' =) B[]y
1=0 =1
n—1 n—2
eyt =) Blily =) Bli+1]7
i=1 i=0
Po drugi strani pa je
n—1
ey =Y B[]y
i=0
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Ce je zunanja baza polinomska, potem je mnozenje z v~ ! pomik koeficientov v
levo, pri predpostavki, da je B[0] = 0. Lemo I bomo uporabili pri algoritmu za
izvoz v polinomsko bazo. Najprej bomo izrac¢unali koeficient B [0], nato odsteli
B [0], mnozili z G~! in to proceduro ponavljali dokler ne bomo dobili vseh ko-
eficientov B [i].

Lema 2. Denimo, da je zunanja baza normalna. Naj bo B vektorska pred-
stavitev elementa € iz obsega IF; v zunanji bazi in B vektorska predstavitev
elementa P v zunanji bazi. Potem velja za indekse 1 <7 < n — 1 zveza

’

B [i|=BJ[i—1]
in B'[0] = B[n — 1].
Dokaz.
Najprej se spomnimo, da v konénih obsegih karakteristike p velja enacba
(o) =a? + 7.

7 indukcijo se da hitro pokazati, da velja tudi enacba

n—1 P op-1
=0 i=0

Rac¢unajmo
n—1 p n—1 n—1
i i1 i+1
P = ( E Bi]~*? ) = E Bli]Py* = Bli|v* =
i=0 i=0 i=0

Bl0]v? + B[1]7" + ..+ Bn—2]7""  +Bn—1]47 =
B[0]v? + B[1]y" + ..+ Bln—2]7"" +Bln—1]~.
Po drugi strani pa je

1

=B [0]vy+B [y +B 2] +..+ B [n— 14" .
m

Drugace povedano, Ce je zunanja baza normalna, potem je p-ta potenca ciklicen
pomik koeficientov v desno. Lemo 2 bomo uporabili pri algoritmu za izvoz v
normalno bazo. Najprej bomo izracunali koeficient B [n — 1], nato izrac¢unali
p-to potenco in proceduro ponavljali, dokler ne dobimo vseh koeficientov.

Ostane nam samo $e vprasanje, kako izracunati koeficienta B[0] in B [n — 1].
Spomnimo se prehoda med bazama z matriko M. Velja B = AM~!. Koeficient
B i] dobimo z naslednjo linearno kombinacijo



kjer so elementi M ~![j] [i] iz obsega F,. Koeficiente B [i] lahko izra¢unamo z
operacijama '+’ in 'x’ nad F,. V naslednji lemi bomo videli, da lahko koefi-
ciente izrac¢unamo samo z operacijami aritmetike notranje baze.

Lema 3. Naj bo mnozica {wg,ws,...,wn_2,wn_1} notranja baza, Ty pa mul-
tiplikacijska matrika za notranjo bazo, ki smo jo definirali v prvem razdelku
drugega poglavja. Naj bodo sg, s1, ..., 5,1 elementi iz [F,. Potem za katero koli
predstavitev A v notranji bazi velja

kjer je VT = (Ty) (50,51, s 8n_1)7.

Dokaz.

Ker je matrika T; obrnljiva, vektor V obstaja. Vemo tudi, da je (A x V) [0] =
ATy VT, Upostevamo definicijo za V7 in lema sledi.

O

Lema 8 trdi, da lahko poljubno linearno kombinacijo komponent vektorske pred-
stavitve v notranji bazi izracunamo z operacijami v notranji bazi. Ozna¢imo z
V; tisti vektor, za katerega velja

Bli] = (AxV;)[0],

to je takrat, ko so vrednosti sg, s1, ..., Sn—1 ravno vrednosti i-tega stolpca ma-
trike M 1.

5 IZBOLJSANI ALGORITMI ZA PREHOD MED
BAZAMA

V naslednjih algoritmih bomo z vektorjem B = (By, B, ..., Bp—1) oznagili vek-
torsko predstavitev elementa obsega F, v zunanji bazi, ki je bodisi polinomska
bodisi normalna. Vektor A = (Ao, A1, ..., An—1) pa bo vektorska predstavitev
elementa obsega Iy v notranji bazi. Oznaka G bo vektorska predstavitev genera-
torja zunanje baze v notranji bazi, oznaka G~ pa vektorska predstavitev inverza
generatorja zunanje baze glede na notranjo bazo. Vektorsko predstavitev enote
za mnozenje v notranji bazi bomo oznagcili z I.

5.1 Uvoz iz polinomske baze

Algoritem UwoziPolinomsko pretvori elemente obsega F, iz vektorske pred-
stavitve v polinomski bazi v vektorsko predstavitev v notranji bazi z uporabo
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operacij v notranji bazi.

VHOD: B, vektorska predstavitev elementa obsega F, v polinomski bazi
IZHOD: A, vektorska predstavitev istega elementa v notranji bazi
KONSTANTE: G

proc UvoziPolinomsko
A0
for i — n —1 down to 0 do
A—AxG
A— A+ Bi]xI
endfor

To je Hornerjev algoritem. V algoritmu UvoziPolinomsko imamo n mnozenj
med elementi obsega ter n mnozenj s skalarjem. Potrebujemo pa tudi prostor
za eno konstanto G. Algoritem nam vrne

To lahko hitro preverimo upostevajo¢ dejstvo, da lahko A zapiSemo na drugacen
nacin kot

BO)xI+Gx (B[] xI4+Gx(B2]xI+..+Gx(B[n—1]x1)..)).

Ali lahko stevilo ponovitev zanke zmanjsamo? Odgovor je da, in sicer v primeru,
ko je n popoln kvadrat, torej n = k2 za neko naravno stevilo k. Tedaj lahko
v eni ponovitvi zanke sprocesiramo k koeficientov. Za motivacijo si poglejmo
naslednje vrstice, kjer smo vse sumande zlozili v k stolpcev. Vsak stolpec vse-
buje k elementov.

B0 I + B k] G* + B [2k] G** + .+ Bl(k— 1)k GH—1k
B]G + BEk+1]G**Y  + BRE+1G** + .. + B(k—1k+1]Gr-Dk+l
Blk—1G*!' + BPRk-1G*~! + BBk-1G*1! + .. + Bn—-1G" !

V drugi vrstici lahko izpostavimo G, v tretji G2 in tako naprej do zadnje vrstice,
kjer lahko izpostavimo G*~1. Sedaj lahko zapiSemo spremenjeno zanko.

for i +— k —1 down to 0 do

A—AxG

A—A+B[i+ (k= 1Dk G* VL Bli+ (k — 2)k] GF=2Dk 4 4 Bi]xI
endfor
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Stevilo mnozenj s skalarjem ostane enako, medtem ko smo $tevilo mnozenj med
elementi obsega zmanjsali kar za k-krat. Vendar pa potrebujemo prostor za
dodatnih k — 1 konstant, elementov mnozice {G*~Dk Gk=2k  GkL Teh k
sumandov iz zanke bi lahko sprocesirali vzporedno, ¢e bi imeli na voljo k pro-
cesorjev.

5.2 Uvoz iz normalne baze

Algoritem UvoziNormalno pretvori elemente obsega IF,, iz vektorske predstavitve
v normalni bazi v vektorsko predstavitev v notranji bazi z uporabo operacij v
notranji bazi.

VHOD: B, vektorska predstavitev elementa obsega F, v normalni bazi
IZHOD: A, vektorska predstavitev istega elementa v notranji bazi
KONSTANTE: G

proc UvoziNormalno
A0
for i «— n —1 down to 0 do
A — AP
A— A+ B [Z} x G
endfor

V algoritmu UvoziNormalno imamo n potenciranj na potenco p ter n mnozenj
s skalarjem. Potrebujemo pa tudi prostor za eno konstanto G ter dodatno sSe
za vimesni rezultat potenciranja. V algoritmu smo upostevali dejstvo, da je
(A4 B[i] x G)P = AP + BJi] x GP. Algoritem nam vrne

n—1

To se lahko hitro prepricamo, ¢e upostevamo dejstvo, da lahko A zapisemo na
drugacen nacin kot

Bl x G+ (B[lJxG+..+(Bln—2xG+ (Bn—1]xGP)..)".

Algoritem UvoziNormalno lahko v primeru n = k? optimiziramo podobno kot
prej s procesiranjem k koeficientov v eni ponovitvi zanke.
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5.3 Izvoz v polinomsko bazo

Algoritem IzvoziPolinomsko pretvori elemente obsega F, iz vektorske pred-
stavitve v notranji bazi v vektorsko predstavitev v zunanji polinomski bazi,
z uporabo operacij v notranji bazi.

VHOD: A, vektorska predstavitev elementa obsega IF; v notranji bazi
IZHOD: B, vektorska predstavitev istega elementa v polinomski bazi
KONSTANTE: G~ 1, 1,
Vo taksen, da velja (A x V) [0] = B[0] po Lemi &

proc IzvoziPolinomsko
A—AxV,
fori— Oton—1do
B [Z] — A [0}
A—A-Bli]|xVW
A—AxG!
endfor

V algoritmu IzvoziPolinomsko imamo n + 1 mnozenj med elementi obsega ter n
mnozenj s skalarjem. Potrebujemo pa tudi prostor za dve konstanti. Algoritem
IzvoziPolinomsko lahko v primeru n = k% podobno optimiziramo kot prej s pro-
cesiranjem k koeficientov v eni ponoviti zanke.

5.4 Izvoz v normalno bazo

Algoritem IzvoziNormalno pretvori elemente obsega IF, iz vektorske predstavitve
v notranji bazi v vektorsko predstavitev v zunanji normalni bazi z uporabo op-
eracij v notranji bazi.

VHOD: A, vektorska predstavitev elementa obsega F, v notranji bazi
IZHOD: B, vektorska predstavitev istega elementa v normalni bazi
KONSTANTE: V,_1
Vi—1 taksen, da velja (A x V,,_1) [0] = B [n — 1] po Lemi 3

proc 1zvozilNormalno
for i — n —1 down to 0 do
T — A x Vn—l
Bli] « T0]
A — AP
endfor
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V algoritmu IzvoziNormalno imamo n potenciranj na potenco p ter n mnozenj
med elementi obsega. Potrebujemo pa tudi prostor za konstanto ter vmesni
rezultat potenciranja. Velja opomniti, da se vhodni podatek A kljub modi-
fikacijam vrne na zaCetno vrednost. Algoritem IzvoziNormalno lahko v primeru
n = k? podobno optimiziramo kot prej s procesiranjem k koeficientov v eni
ponoviti zanke.

6 ZAKLJUCEK

Opisali smo $tiri algoritme: uvoz polinomske baze, uvoz normalne baze, izvoz v
polinomsko bazo in izvoz v normalno bazo. Z novimi algoritmi lahko izvedemo
Stiri vrste prehodov med bazama. Vsak prehod med bazama opravimo v dveh
korakih: uvoz + izvoz.

vrsta prehoda | opis prehoda algoritma za prehod
PP polinomska baza — polinomska baza | UvoziPolinomsko+IzvoziPolinomsko
pn polinomska baza — normalna baza UvoziPolinomsko+IzvoziNormalno
nn normalna baza — normalna baza UvoziNormalno+IzvoziNormalno
np normalna baza — polinomska baza | UvoziNormalno+ IzvoziPolinomsko

Tabela 3: Vrste prehodov med bazama in algoritms.

Naslednja tabela prikazuje analizo prehoda med bazama z novimi algoritmi.
Analizirali smo Stevilo operacij ter prostorsko zahtevnost. Nismo upostevali
Stevila sestevanj med elementi obsega, ker je ta operacija zelo hitra. Prav tako
smo zanemarili mnozenja s skalarjem iz F,. Navedli smo samo Stevilo mnozenj
med elementi obsega IF,, ter Stevilo potenciranj na potenco p. Stevilo vhod-
nih konstant, ki so potrebne za prehod med bazama, pa doloca prostorsko za-
htevnost prehoda.

vrsta prehoda | §t. mnoZenj | §t. potenciranj na p | vhodne konstante

pp 2n+1 - G, G711,V
pn 2n n G, Va1
nn n 2n G, Vo1
np n+1 n G, G V,

Tabela 4: Analiza zahtevnosti prehodov med bazama.

Za prehod med bazama potrebujemo dodatno Se dve ali tri konstante, kjer je
vsaka od njih vektor dolzine n s komponentami iz IF,. Torej je prostorska za-
htevnost prehoda med bazama O(n) koeficientov iz F,, medtem ko smo pri
prehodu z matriko potrebovali n? koeficientov iz F, za prehodno matriko.
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Potenciranje na potenco p lahko ucinkovito izvr§imo z algoritmom Kwadriraj
in zmnoZi, kar nas stane O(logp) mnozenj med elementi obsega. Casovna za-
htevnost prehoda med bazama je O(n) oziroma natancéneje O(nlogp) operacij
obsega ;. Naj Se opozorim, da O(n?) operacij nad IF, pri prehodu z matriko
lahko vzame ve¢ ¢asa kot O(n) operacij nad obsegom F, Ce je aritmetika obsega
F, u¢inkovito implementirana. Tu mislim predvsem na izbiro ustrezne baze kot
so naprimer ONB, ter u¢inkovita implementacija mnozenja in potenciranja med
elementi obsega IF,. Potenciranje na potenco p elementa obsega F,, kjer smo
uporabili vektorsko predstavitev v normalni bazi, je kar ciklicna rotacija vek-
torja v desno.
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