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POGLAVJE 1UvodDelo je nastalo kot projekt pri predmetu Kriptogra�ja in uvod v teorijo kodiranja, ki semga obiskoval pri prof. Juri²i¢u na FMF v Ljubljani v ²olskem letu 2003/04. Pra²tevila imajo vkriptogra�ji posebno mesto in smo o njih veliko govorili, zato sem si izbral projekt povezan znjimi. Dolgo £asa je bil teºak in zanimiv problem koliko je pribliºno pra²tevil do nekega poljubnovelikega pozitivnega realnega ²tevila. Namen naloge je elementaren dokaz pra²tevilskega izreka,ki nam odgovori na to vpra²anje. Povejmo sedaj kaj imamo v mislih, ko govorimo o "elemen-tarnem"dokazu. To pomeni, da ne uporabljamo kompleksne analize in si ne pomagamo z izrekiiz analize, ampak uporabljamo samo osnovna dejstva iz teorije ²tevil.
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POGLAVJE 2Zgodovina pra²tevilskega izrekaPra²tevila so deleºna pozornosti matematikov ºe od antike naprej. Veliko matematikov jeiskalo formulo za ²tevilo pra²tevil na poljubno velikih intervalih, a kljub velikim naporom dolgo£asa niso uspeli narediti pomembnega koraka na tem podro£ju. Tako se komaj kone 18. stoletjapojavi domneva, ki sta jo neodvisno drug od drugega razvila Gauss in Legendre. Pravilno stadomnevala, da je ²tevilo pra²tevil do nekega realnega ²tevila x ≥ 1 pribliºno enako x
log x

, kjer jez log x ozna£en naravni logaritem ²tevila x. Kljub temu, da se je Gauss problema lotil ºe v ranimladosti, pri petnajstih latih, svoje domneve ni uspel dokazati. To zgovorno pri£a o teºavnostina²ega problema.Pol stoletja kasneje, na drugem konu Evrope, je ruski matematik Chebyshev zapisal splohprve dokaze o porazdelitvi pra²tevil. Med dokazi je vpeljal dve funkiji, ki sta v teoriji ²tevil poz-nani kot funkiji Chebysheva in ju bomo spoznali v enem izmed naslednjih poglavij. Chebyshevje s svojim delom ogromno pripomogel k dokazu pra²tevilskega izreka.Prvi dokaz pra²tevilskega izreka sta leta 1896 podala Hadamard in de la Vallée Poussin.Dokaz je vseboval splo²no znano Riemannovo funkijo zeta ζ(s). Ta funkija je de�nirana kotabsolutno konvergentna vrsta
ζ(s) =

∞
∑

n=1

n−sza kompleksna ²tevila s, ki imajo realni del ve£ji od 1. Na tem mestu morda ²e enkrat pove-jmo kaj imamo v mislih, ko govorimo o "elementarnem"dokazu. V prvi vrsti to pomeni, dane uporabljamo mo£nih izrekov analize kot je denimo Cauhyjev izrek, ampak samo osnovnadejstva o aritmeti£nih funkijah. Vsekakor v tem smislu prvi dokaz pra²tevilskega izreka ni bilelementaren.Prelomnio v iskanju elementarnega dokaza pra²tevilskega izreka pomeni Hardyjevo preda-vanje iz leta 1921. Na² dokaz je primerjal s slavnim ²e vedno nere²enim problemom Riemannovezeta funkije. Bil je zelo pesimisti£en glede nadalnjega iskanja elementarnega dokaza. Napovedalpa je, da se bo ob morebitnem uspehu marsikatera knjiga napisala na novo. Morda sta ravno tagovor in pri£akovanja, ki so sledila, spodbudila matematike k ²e bolj zavzetemu delu. In tako jeleta 1948, kmalu po drugi svetovni vojni, svet ob²la novia, ki je ²okirala matemati£no javnost.Erdös je objavil, da sta skupaj s Selbergom na²la £isto elementaren dokaz pra²tevilskega izreka, kitemelji le na osnovnih lastnostih logaritemske funkije. Toda na ºalost je ravno ta objava privedlado nesoglasij med obema slavnima matematikoma. Ozadje vzrokov, ki so privedli do tega sporaje zelo pestro in ²e vedno delno prikrito javnosti. Nedvomno je osnovo za dokaz postavil Selberg.Poimenoval jo je fundamentalna formula, v na²em delu jo imenujemo Selbergova formula. Vendar4



2. ZGODOVINA PRA²TEVILSKEGA IZREKA 5nikakor ni na²el poti naprej. Le-to pa je hitro na²el Erdös, ko mu je Selbergova formula slu£ajnopri²la v roke. Po kratki izmenjavi mnenj in Erdösevi neuspe²ni pobudi za skupno delo sta potemkmalu dokaz dokon£ala vsak zase. Naj omenimo, da Selberg brez Erdösevega namiga zagotovone bi tako hitro uspel dokon£ati dokaza. Kljub temu je hotel dokaz zadrºati zase, kar je kasnejetudi uradno uspel. �e ve£ podrobnosti o tem dogajanju brale lahko najde v Godfeld [4℄. Zadelo, ki sta ga opravila pri tem dokazu je Selberg leta 1950 prejel Fieldsovo medaljo, Erdös paColeovo nagrado dve leti kasneje.Poudarimo ²e, da je na² dokaz ºe preej "izbolj²ana"verzija in seveda temu primerno kraj²aod originalnega dokaza.



POGLAVJE 3Aritmeti£ne funkije in oznakeV drugem poglavju bomo najprej de�nirali pojem aritmeti£ne funkije in nato vpeljali nekajaritmeti£nih funkij. Sledila bo predstavitev posebnega na£ina mnoºenja funkij, imenovanegaDirihletova konvoluija. Na konu poglavja si bomo ogledali ²e nekaj oznak, ki bodo v naslednjihpoglavjih nujno potrebne pri na²em delu.Pri dokazovanju pra²tevilskega izreka se bomo veliko ukvarjali s funkijami, ki so de�niranesamo na mnoºii naravnih ²tevil. Takim funkijam pravimo aritmeti£ne funkije. S pra²tevilskimizrekom je najbolj tesno povezana aritmeti£na funkija Π, ki je de�nirana takole:
Π(n) =

{

1; n je pra²tevilo
0; sier.Imenujemo jo tudi karakteristi£na funkija pra²tevil. Med bolj preproste aritmeti£ne funkijesodijo ²e:

δ(n) =

{

1; n = 1

0; sierter vse konstantne funkije, ki zavzamejo isto konstanto za vsa naravna ²tevila.Podobno se obna²a
ℓ(n) =

{

log n; n je pra²tevilo
0; sier,ki jo bomo potrebovali v zadnjem poglavju. Naj bo n = pr1

1 · · · prk

k enoli£ni razep naravnega²tevila n na pra²tevila. Potem de�niramo funkijo ω na naslednji na£in:
ω(n) =

{

0; n = 1

k; n = pr1
1 · · · prk

k .Naslednja aritmeti£na funkija nima posebnega imena, a mi jo bomo potrebovali pri izrekuChebysheva, zato je prav, da jo omenimo ºe sedaj. Izberimo poljubno pra²tevilo p in pri vsakemnaravnem ²tevilu n de�nirajmo vp(n) kot najve£je elo ²tevilo r, za katerega velja pr|n. Naj bo
vp(n) = 0 v primeru, ko pra²tevilo p naravnega ²tevila n ne deli.Seveda pa poznamo mnoge bolj zapleteno de�nirane aritmeti£ne funkije. Med drugimi bomopotrebovali Möbiousovo funkijo

µ(n) =

{ 1; n = 1

(−1)k; n je produkt k razli£nih pra²tevil
0; n deljiv s kvadratom ve£jim od 16



3. ARITMETI�NE FUNKCIJE IN OZNAKE 7in Von Mangoldtovo funkijo
Λ(n) =

{

log p; n = pk za neko pra²tevilo p in k ≥ 1

0; sier.Aritmeti£ne funkije najlaºje se²tevamo po to£kah
(f + g)(n) = f(n) + g(n).Mnoºenje aritmeti£nih funkij de�nirajmo na naslednji na£in(3.1) (f ∗ g)(n) =

∑

d|n
f(d) · g(n

d
)in ga poimenujmo Dirihletova konvoluija. Mnoºia vseh aritmeti£nih funkij s tako de�niranimase²tevanjem in mnoºenjem funkij nam tvori t.i. Dirihletov kolobar. Hitro se lahko prepri£amo,da je Dirihletov kolobar komutativen kolobar z enoto δ. Komutativnost takoj sledi iz zapisa

(f ∗ g)(n) =
∑

dd′=n

f(d) · g(d′),ki je malo spremenjena formula (3.1). Za enoto je dovolj pokazati
(δ ∗ f)(n) =

∑

d|n
δ(d) · f(n

d
) = f(n),kjer smo uporabili samo de�niijo aritmeti£ne funkije δ.Dirihletov kolobar ima mnoge lepe lastnosti. Nekatere, ki so pomembne za na²e nadaljne delo,bomo tudi mi dokazali. Dogovorimo se glede zapisa. Z f ∗ g = h bomo na kratek na£in zapisali,da za vsak n ∈ N velja (f ∗ g)(n) = h(n).Izrek 3.1. Möbiousova funkija µ in konstantna aritmeti£na funkija 1 sta inverzni si funkijiv na²em kolobarju.Dokaz. Radi bi pokazali naslednjo enakost

µ ∗ 1 = δ.Za n = 1 imamo (µ ∗ 1)(1) =
∑

d|1 µ(d) = µ(1) = 1.V primeru, ko je n ≥ 2 lahko enoli£no zapi²emo n = pr1
1 · · · prk

k . Zapis m = p1 · · · pk bomoimenovali radikal ²tevila n. Ker 2 in vi²ji eksponenti prispevajo 0 v vsoto, velja
(µ ∗ 1)(n) =

∑

d|n
µ(d) =

∑

d|m
µ(d).Potem lahko nadaljujemo

∑

d|m
µ(d) =

∑

d|p1···pk

µ(d) =

k
∑

i=0

∑

d|n
ω(d)=i

(−1)i.



3. ARITMETI�NE FUNKCIJE IN OZNAKE 8Ker jem produkt k razli£nih pra²tevil, obstaja natanko (

k
i

) deliteljev ²tevilam, ki se dajo zapisatikot produkt i razli£nih pra²tevil, 0 ≤ i ≤ k. Sledi
k

∑

i=0

∑

d|n
ω(d)=i

(−1)i =

k
∑

i=0

(

k

i

)

(−1)i =

k
∑

i=0

(

k

i

)

(−1)i · 1k−i = (−1 + 1)k = 0.

��e Von Mangoldtovo funkijo mnoºimo z konstantno funkijo 1, dobimo logaritemsko funkijo.Tako imamo naslednji izrek:Izrek 3.2. V Dirihletovem kolobarju velja(3.2) Λ ∗ 1 = log .Dokaz. �e n = 1, potem (Λ ∗ 1)(1) = Λ(1) = 0 = log 1.Naj bo zopet n = pr1
1 · · · prk

k ≥ 2. Velja
(Λ ∗ 1)(n) =

∑

d|n
Λ(d) =

k
∑

i=1

ri
∑

j=1

Λ(pj
i ) =

k
∑

i=1

ri log pi = log n,kar smo ºeleli pokazati.
�Pomnoºimo ena£bo (3.2) z µ. Po izreku 3.1 na levi strani ostane samo Λ in tako dobimo naslednjoformulo Λ = µ ∗ log . S pomo£jo te formule lahko na naraven na£in de�niramo posplo²eno VonMangoldtovo funkijo, ki jo bomo potrebovali kasneje.De�niija 3.3. Za poljubno naravno ²tevilo r lahko de�niramo posplo²eno Von Mangoldtovofunkijo z naslednjo ena£bo

Λr = µ ∗ logr .Izrek 3.4. V Dirihletovem kolobarju velja
Λ2 = Λ log n+ Λ ∗ Λ.Dokaz. Mnoºenje po to£kah z logaritemsko funkijo log(n) je odvajanje v na²em kolobarjuaritmeti£nih funkij. O tem si lahko ve£ preberemo reimo v Bra£i£ [3℄ na strani 36. Ker smoºe prej pokazali, da velja log = 1 ∗ Λ, lahko izpeljemo

log2 = log · log
= log ·(1 ∗ Λ)

= 1 ∗ (log ·Λ) + (log ·1) ∗ Λ

= 1 ∗ (log ·Λ) + log ∗Λ.Potem pa velja
Λ2 = µ ∗ log2 = µ ∗ (1 ∗ (Λ · log)) + µ ∗ (log ∗Λ) = Λ · log +Λ ∗ Λ.

�



3. ARITMETI�NE FUNKCIJE IN OZNAKE 9Na za£etku poglavja smo omenili aritmeti£no funkijo Π, ki zavzame vrednost 1, £e imamoopravka z naravnim ²tevilom, oziroma ²tevilo 0 sier. De�nirajmo funkijo π(x) =
∑

n≤x Π(n)za vsako realno ²tevilo x. Funkija π nam pre²teje ²tevilo pra²tevil, ki ne presegajo nekegarealnega x. �e Evklid je znal pokazati, da obstaja neskon£no pra²tevil. To bi lahko zapisali tuditakole:
lim

x→∞
π(x) = ∞.Na²a naloga je seveda ²e teºja. Radi bi ugotovili koliko je pra²tevil med naravnimi ²tevili. Izkaºese, da se za zelo velika ²tevila π(x) obna²a podobno kot funkija x

log x
. Pri na²em delu bomo imeliveliko opravka z oenjevanjem funkij, zato je prav, da se v tem poglavju dogovorimo za nekajpojmov in oznak.De�niija 3.5. Naj bosta f in g kompleksni funkiji spremenljivke x, de�nirani na nekipodmnoºii realnih ²tevil, ki vsebuje poljubno veliko ²tevilo. Potem bomo rekli, da je funkija fasimptoti£na funkiji g, ko gre x→ ∞, in pisali f ∼ g, £e je

lim
x→∞

f(x)

g(x)
= 1.Torej, pra²tevilski izrek nam pove, da je x

log x
asimptoti£na funkija za π(x). Z drugimi besedamipovedano velja limx→∞

π(x) log x
x

= 1. Sre£ali bomo ²e naslednji oznaki:De�niija 3.6. Naj bosta f in g kompleksni funkiji spremenljivke x, de�nirani na nekipodmnoºii realnih ²tevil. Rekli bomo, da je funkija f veliki O od g in pisali f(x) = O(g(x)), £eobstaja taka konstanta C, da velja
|f(x)| ≤ C · |g(x)| za vsak x iz de�niijskega obmo£ja.Za ilustraijo lahko navedemo, da je x = O(x2) za x ≥ 1, saj lahko hitro najdemo tako konstanto,reimo C = 1, ki bo zado²£ala pogoju iz de�niije. Toda to ne velja na malo ve£jem obmo£ju,reimo za x ≥ 0.De�niija 3.7. Naj bosta f in g kompleksni funkiji spremenljivke x, de�nirani na nekipodmnoºii realnih ²tevil, ki vsebuje poljubno veliko ²tevilo. Rekli bomo, da je funkija f mali ood g, ko gre x→ ∞, in pisali f(x) = o(g(x)), £e velja

lim
x→∞

f(x)

g(x)
= 0.Eden najbolj preprostih primerov je zopet x = o(x2), ki je na po zapisu £isto podoben primeruzgoraj, vendar se vseeno bistveno razlikuje.Opomba 3.8. Zadnje tri de�niije so male prilagojene na²im potrebam. Bolj splo²ne verzijeteh de�niij si lahko preberete v Apostol [2℄ in Bra£i£ [3℄.



POGLAVJE 4Funkiji ChebyshevaV veliko pomo£ pri dokazovanju pra²tevilskega izreka nam bosta t.i. funkiji Chebysheva.Ime nosita po slavnem ruskem matematiku P. Chebyshevu, ki je pustil mo£an pe£at v teoriji²tevil. Dokazali bomo izrek z njegovim imenom, ki je ob svojem nastanku pomenil sploh prvidokaz na poti proti pra²tevilskemu izreku.Funkiji Chebysheva sta de�nirani takole:
ϑ(x) =

∑

p≤x

log pin
ψ(x) =

∑

pk≤x

log p.Namen tega poglavja je pokazati, da je pra²tevilski izrek ekvivalenten ϑ(x) ∼ x, kar bomo spridom uporabili v zadnjem poglavju.Opomba 4.9. Iz de�niij obeh funkij takoj sledi neenakost ϑ(x) ≤ ψ(x).Trditev 4.10. Za liho naravno ²tevilo n velja(4.1) (

n
n+1

2

)

≤ 2n−1.Za sodo naravno ²tevilo n velja(4.2) (

n
n
2

)

≥ 2n

n
.Dokaz. Spomnimo se binomskega izreka:

(a+ b)n =
n

∑

k=0

(

n

k

)

an−kbk.�e vstavimo a = b = 1 dobimo(4.3) 2n =

n
∑

k=0

(

n

k

)Naj bo sedaj n liho naravno ²tevilo. �e v (4.3) zbri²emo vse koe�iente razen srednjih dvehdobimo
(

n
n−1

2

)

+

(

n
n+1

2

)

≤ 2n.10



4. FUNKCIJI CHEBYSHEVA 11Ker velja
(

n
n−1

2

)

=
n!

(n− n−1
2 )!(n−1

2 )!
=

n!

(n+1
2 )!(n−1

2 )!in
(

n
n+1

2

)

=
n!

(n− n+1
2 )!(n+1

2 )!
=

n!

(n−1
2 )!(n+1

2 )!sta binomska koe�ienta na levi enaka in lema za liha naravna ²tevila drºi. Pokaºimo najprej,da £e je n sod, je srednji binomski koe�ient najve£ji. Torej mora veljati:
(

n

k − 1

)

<

(

n

k

)

⇐⇒ k <
n+ 1

2in
(

n

k − 1

)

>

(

n

k

)

⇐⇒ k >
n+ 1

2
.Oenimo vrednost ulomka (n

k)
( n

k−1)
.

(

n
k

)

(

n
k−1

) =

n!
k!(n−k)!

n!
(k−1)!(n−k+1)!

=
(k − 1)!(n − k + 1)!

k!(n − k)!
=
n− k + 1

kUlomek je ve£ji od 1 natanko tedaj, £e k < n+1
2 . Podobno je ulomek manj²i od 1 natanko tedaj,£e k > n+1

2 . To dokazuje, da je za sode n srednji binomski koe�ient res najve£ji.V vsoti imamo n + 1 £lenov. Zdruºimo prvega in zadnjega (dve enii) in dobimo n £lenov,ki so vsi manj²i od srednjega £lena. Sledi
n

(

n
n
2

)

≥
n

∑

k=0

(

n
n
k

)

= 2n.

�Lema 4.11. Naj bo n ≥ 2 neko naravno ²tevilo. Potem velja
∏

p≤n

p < 4n.Dokaz. Lemo dokaºemo z indukijo po n.Za n = 2 imamo 2 < 42, kar seveda drºi.Predpostavimo, da trditev velja za vsa naravna ²tevila manj²a od n. Lo£imo dve moºnosti. �eje n sod in ve£ji od 2, potem seveda n ni pra²tevilo in po indukijski predpostavki
∏

p≤n

p =
∏

p≤n−1

p < 4n−1 < 4n.�e je n lih lahko zapi²emo n = 2m+ 1 za nek m iz mnoºie naravnih ²tevil. Oziroma m = n−1
2 .Najprej razbijemo produkt na dva dela:

∏

p≤n

p =
∏

p≤m+1

p ·
∏

m+1<p≤n

p



4. FUNKCIJI CHEBYSHEVA 12Za prvi del uporabimo indukijsko predpostavko. Opazimo tudi, da £e je p pra²tevilo, ki zado²£a
m+ 1 < p ≤ n = 2m+ 1, potem p deli produkt

(2m+ 1)2m(2m − 1)(2m− 2) · · · (m+ 2),vendar p ne deli m!. Iz tega sledi, da p deli (

n
m+1

)

. Zato lahko zapi²emo
∏

p≤n

p < 4m+1 ·
(

n

m+ 1

)

≤ 4m+12n−1,kjer smo si pri zadnjem neena£aju uporabili (4.1). Nato ²e male uredimo in res dobimo
4m+12n−1 = 22m+222m = 24m+2 = 42m+1 = 4n.

�Naslednjo trditev bomo podali brez dokaza. Dokaz trditve je elementaren in ga brale lahkonajde v Bra£i£ [3℄.Trditev 4.12. (Legendrova enakost) Naj bo n poljubno naravno ²tevilo in n! =
∏

p≤n p
vp(n!)razep ²tevila n! na potene razli£nih pra²tevil. Potem je(4.4) vp(n!) =

[ log n
log p

]
∑

k=1

[

n

pk

]

.

�Trditev 4.13. Za vsako realno ²tevilo x velja [2x] − 2[x] ∈ {0, 1}.Dokaz. Vsako realno ²tevilo x lahko zapi²emo v obliki x = [x] + a, kjer je 0 ≤ a < 1. Sledi
2x = 2[x] + 2a. Lo£imo dve moºnosti:(i) 0 < a < 1

2 , dobimo [2x] = 2[x],(ii) 1
2 ≤ a < 1, dobimo [2x] = 2[x] + 1.

�Lema 4.14. Za funkiji Chebysheva veljata naslednji neenakosti:(4.5) lim sup
x→∞

ϑ(x)

x
≤ log 4in(4.6) lim inf

x→∞
ψ(x)

x
≥ log 2.Dokaz. Prva neenakost sledi takoj iz leme 4.11.Za dokaz druge neenakosti bomo poiskali spodnjo mejo za funkijo ψ(x). Naj bo n poljubnonaravno ²tevilo in N =

(2n
n

)

. Velja:
N =

(

2n

n

)

=
(n+ 1)(n + 2) · · · 2n

n!
=

(2n)!

(n!)2
=

∏

p≤2n

pvp((2n)!)−2vp(n!).



4. FUNKCIJI CHEBYSHEVA 13�e uporabimo Legendrovo neenakost dobimo:
vp((2n)!) − 2vp(n!) =

[ log 2n
log p

]
∑

k=1

([

2n

pk

]

− 2

[

n

pk

])

≤
[

log 2n

log p

]

,kjer smo na konu uporabili trditev 4.13.S pomo£jo tega, kar smo dobili in (4.2) lahko izpeljemo naslednje
22n

2n
≤ N =

∏

p≤2n

pvp((2n)!)−2vp(n!) ≤
∏

p≤2n

p

[

log 2n
log p

]

.Po logaritmiranju imamo
2n log 2 − log 2n ≤

∑

p≤2n

[

log 2n

log p

]

log p = ψ(2n).Vzemimo sedaj x ≥ 2 in n =

[

x
2

]

. Velja 2n ≤ x ≤ 2n+ 2 in
ψ(x) ≥ ψ(2n) ≥ 2n log 2 − log 2n > (x− 2) log 2 − log x = x log 2 − log x− 2 log 2.Sledi

lim inf
x→∞

ψ(x)

x
≥ log 2.

�Pripravili smo vse potrebno za najpomembnej²i izrek tega poglavja.Izrek 4.15. (Chebyshev) Obstajata tak²ni pozitivni konstanti, ozna£imo ju z A in B, da velja(4.7) Ax ≤ ϑ(x) ≤ ψ(x) ≤ π(x) log x ≤ Bxza vse x ≥ 2. Velja elo(4.8) lim inf
x→∞

ϑ(x)

x
= lim inf

x→∞
ψ(x)

x
= lim inf

x→∞
π(x) log x

x
≥ log 2in(4.9) lim sup

x→∞

ϑ(x)

x
= lim sup

x→∞

ψ(x)

x
= lim sup

x→∞

π(x) log x

x
≤ log 4.Dokaz. O£itno iz (4.8) in (4.9) sledi (4.7). Pokaºimo, da velja

ϑ(x) ≤ ψ(x) ≤ π(x) log x.O prvi neenakosti smo se ºe pogovorjali, izpeljimo ²e drugo:
ψ(x) =

∑

pr≤x

log p =
∑

p≤x

(

∑

pr≤x

1

)

log p.�e je pr ≤ x in r naravno ²tevilo je r ≤ [ log x
log p

]. Seveda velja tudi obratno, zato lahko nadaljujemo
∑

p≤x

(

∑

pr≤x

1

)

log p =
∑

p≤x

[

log x

log p

]

log p ≤
∑

p≤x

log x = π(x) log x.



4. FUNKCIJI CHEBYSHEVA 14Iz zgoraj povedanega takoj sledita neenakosti
lim inf
x→∞

ϑ(x)

x
≤ lim inf

x→∞
ψ(x)

x
≤ lim inf

x→∞
π(x) log x

xin
lim sup

x→∞

ϑ(x)

x
≤ lim sup

x→∞

ψ(x)

x
≤ lim sup

x→∞

π(x) log x

x
.Sedaj bomo pokazali, da velja

lim inf
x→∞

ϑ(x)

x
≥ lim inf

x→∞
π(x) log x

x
in lim sup

x→∞

ϑ(x)

x
≥ lim sup

x→∞

π(x) log x

x
,nato upo²tevali lemo 4.14 in izrek bo dokazan.Za poljubno ²tevilo 0 < δ < 1 velja

ϑ(x) =
∑

p ≤ x log p ≥
∑

x1−δ<p≤x

log p ≥
∑

x1−δ<p≤x

log x1−δ = (1 − δ) log x

(

∑

x1−δ<p≤x

1

)

=

= (1 − δ) log x(π(x) − π(x1−δ) ≥ (1 − δ)π(x) log x− x1−δ log x.�e delimo z x dobimo
ϑ(x)

x
≥ (1 − δ)π(x) log x

x
− log x

xδ
.Ker log x

xδ → 0, ko x→ ∞, sledi
lim inf
x→∞

ϑ(x)

x
≥ (1 − δ) lim inf

x→∞
π(x) log x

xin
lim sup

x→∞

ϑ(x)

x
≥ (1 − δ) lim sup

x→∞

π(x) log x

x
.Spomnimo se, da je bilo ²tevilo 0 < δ < 1 poljubno, zato

lim inf
x→∞

ϑ(x)

x
≥ lim inf

x→∞
π(x) log x

xin
lim sup

x→∞

ϑ(x)

x
≥ lim sup

x→∞

π(x) log x

x
.

�Iz izreka Chebysheva izhaja naslednja pomembna posledia.Posledia 4.16. Asimptoti£ni formuli
ϑ(x) ∼ x in π(x) ∼ x

log x
(x→ ∞)sta ekvivalentni.Dokaz. �e predpostavimo, da obstaja limita limx→∞

ϑ(x)
x

in je enaka 1, potem po izreku Cheby-sheva sledi, da obstaja limita limx→∞
π(x) log x

x
in je prav tako enaka 1. Podobno sklepamo tudiza obrat. �



POGLAVJE 5Mertensove formuleZdaj bomo pripravili orodja, ki jih bomo potrebovali v zadnjih dveh poglavjih. Najprej bomode�nirali vsoto aritmeti£ne funkije in nato dokazali Abelovo enakost, ki bo zelo uporabna priskoraj vseh dokazih v tem poglavju. Naslednji pomembnej²i izrek bo izrek Mertensa, ki mu bosledilo kar nekaj uporabnih posledi.Izrek 5.17 (Abelova enakost). Naj bosta f(n) in g(n) aritmeti£ni funkiji. De�nirajmo vsotoaritmeti£ne funkije
F (x) =

∑

n≤x

f(n).�e sta a in b naravni ²tevili z lastnostjo a < b, potem velja
b

∑

n=a+1

f(n)g(n) = F (b)g(b) − F (a)g(a + 1)

−
b−1
∑

n=a+1

F (n)(g(n + 1) − g(n)).Naj bosta x in y nenegativni realni ²tevili in [y] < [x]. �e je g(t) zvezno odvedljiva na intervalu
[y, x], potem velja

∑

y<n≤x

f(n)g(n) = F (x)g(x) − F (y)g(y) −
∫ x

y

F (t)g′(t)dt.Dokaz. Prvi del izreka preprosto izra£unamo:
b

∑

n=a+1

f(n)g(n) =

b
∑

n=a+1

(F (n) − F (n− 1))g(n)

=
b

∑

n=a+1

F (n)g(n) −
b−1
∑

n=a

F (n)g(n + 1)

= F (b)g(b) − F (a)g(a + 1) −
b−1
∑

n=a+1

F (n)(g(n + 1) − g(n)).Za drugi del uporabimo predpostavko, da je g(t) zvezno odvedljiva na intervalu [y, x]. Potem je
g(n + 1) − g(n) =

∫ n+1

n

g′(t)dt.15



5. MERTENSOVE FORMULE 16Ker za n ≤ t < n+ 1 velja F (t) = F (n), sledi
F (n)(g(n + 1) − g(n)) =

∫ n+1

n

F (t)g′(t)dt.Postavimo sedaj a = [y] in b = [x], da dobimo
∑

y<n≤x

f(n)g(n) =

= F (b)g(b) − F (a)g(a + 1) −
b−1
∑

n=a+1

F (n)(g(n + 1) − g(n))

= F (x)g(b) − F (y)g(a + 1) −
b−1
∑

n=a+1

∫ n+1

n

F (n)(g(n + 1) − g(n))

= F (x)g(x) − F (y)g(y) − F (x)(g(x) − g(b)) − F (y)(g(a + 1) − g(y)) −
∫ b

a+1
F (t)g′(t)dt

= F (x)g(x) − F (y)g(y) −
∫ x

y

F (t)g′(t)dt.

�S pomo£jo zgornjega izreka lahko izpeljemo nekaj kraj²ih izrekov, ki jih bomo potrebovalipri svojem kasnej²em delu.Izrek 5.18. Za x ≥ 2 velja
∑

n≤x

log2 n = x log2 x− 2x log x+ 2x+O(log2 x).Dokaz. Uporabimo Abelovo enakost za f(n) = 1 in g(t) = log2 t. Velja F (t) = [t] in y′(t) = 2 log t
t
.Tukaj se dogovorimo tudi za zapis

[x] = x− {x},pri £emer bomo {x} imenovali neeli del ²tevila x. Zdaj lahko izpeljemo:
∑

n≤x

log2 n = [x] log2 x−
∫ x

1

2 log t[t]

t
dt

= (x− {x}) log2 x− 2

∫ x

1

(t− {t}) log t

t
dt

= x log2 x+O(log2 x) − 2

∫ x

1
log tdt+ 2

∫ x

1

{t} log t

t
dt

= x log2 x− 2x log x+ 2x+O(log2 x).

�Izrek 5.19. Za x ≥ 2 velja
∑

n≤x

log2 x

n
= 2x+O(log2 x).



5. MERTENSOVE FORMULE 17Dokaz. Izpeljimo
∑

n≤x

log2 x

n
=

∑

n≤x

(log x− log n)2

=
∑

n≤x

(log2 x− 2 log x log n+ log2 n)

= [x] log x− 2 log x
∑

n≤x

log n−
∑

n≤x

log2 n

= x log2 x− 2 log x(x log x− x) + x log2 x− 2x log x+ 2x+O(log2 x)

= 2x+O(log2 x),kjer smo zraven prej²njega izreka uporabili ²e, da za x ≥ 2 velja
∑

n≤x

log n = x log x− x+O(log x).Dokaz te zadnje formule je elementaren, a male predolg, zato smo ga izpustili. Brale ga lahkonajde v Nathanson [1℄ na strani 208. �Izrek 5.20. Za x ≥ 1 velja
∑

n≤x

1

n
= log xγ + r(x),kjer je

0 < γ = 1 −
∫ ∞

1

{t}
t2
dt < 1in

|r(x)| ≤ 1

x
.Dokaz. Za£nimo z oeno

0 <

∫ ∞

1

{t}
t2
dt <

∫ ∞

1

1

t2
dt = 1in zato je γ ∈ (0, 1).Sedaj ponovno uporabimo Abelovo enakost, izrek 5.17, za f(n) = 1 in g(t) = 1

t
. Potem je

F (t) =
∑

n≤t 1 = [t]. Sledi
∑

n≤x

1

n
=

∑

n≤x

f(n)g(n)

=
[x]

x
+

∫ x

1

[t]

t2
dt

= 1 − {x}
x

+

∫ x

1

1

t
dt −

∫ x

1

{t}
t2
dt

= log x+

(

1 −
∫ ∞

1

{t}
t2
dt

)

+

∫ ∞

1

{t}
t2
dt− {x}

x

= log x+ γ + r(x),



5. MERTENSOVE FORMULE 18kjer je
r(x) =

∫ ∞

1

{t}
t2
dt− {x}

x
.Oenimo ²e

0 <

∫ ∞

1

{t}
t2
dt <

∫ ∞

1

1

t
dt =

1

x
.

�Izrek 5.21. Velja
∑

n≤x

µ(n)

n
= O(1).Dokaz. Po eni strani velja

∑

n≤x

µ(d)

[

x

d

]

= x
∑

d≤x

µ(d) −
∑

d≤x

µ(d)

{

x

d

}

= x
∑

d≤x

µ(d) +O(x).Lahko pa tudi izpeljemo
∑

n≤x

µ(d)

[

x

d

]

=
∑

n≤x

∑

d|n
µ(d) = 1,saj je

∑

dm≤x

µ(d) =
∑

d≤x

µ(d)
∑

n≤x
d

1 =
∑

d≤x

µ(d)

[

x

d

]in
∑

dm≤x

µ(d) =
∑

n≤x

∑

d|n
µ(d).�e oboje zdruºimo dobimo

x
∑

d≤x

µ(d)

d
+O(x) = 1iz £esar sledi

x
∑

d≤x

µ(d)

d
= O(x)in

∑

d≤x

µ(d)

d
= O(1).

�Sedaj sledijo tako imenovani izreki Mertensa in njihove posledie.Izrek 5.22 (Mertens). Za x ≥ 1 velja
∑

n≤x

Λ(n)

n
= log x+O(1)in

∑

p≤x

log p

p
= log x+O(1).



5. MERTENSOVE FORMULE 19Dokaz. Najprej dokaºimo prvo oeno. Podobno kot v prej²njem dokazu je
∑

d≤x

Λ(d)

[

x

d

]

=
∑

n≤x

∑

d|n
Λ(d) =

∑

n≤x

log n = x log x− x+O(log x).Zato lahko izpeljemo
x log x− x+O(log x) =

∑

d≤x

Λ(d)

[

x

d

]

=
∑

d≤x

Λ(d)

(

x

d
−

{

x

d

})

= x
∑

d≤x

Λ(d)

d
+

∑

d≤x

Λ(d)

{

x

d

}

= x
∑

d≤x

Λ(d)

d
+O(ψ(x))

= x
∑

d≤x

Λ(d)

d
+O(x).Tako smo dobili

x log x− x = x
∑

d≤x

Λ(d)

d
+O(x).Ena£bo delimo z x in imamo

∑

d≤x

Λ(d)

d
= log x+O(1).Za dokaz druge oene nadaljujemo

∑

n≤x

Λ(n)

n
−

∑

p≤x

log p

p
=

∑

pk≤x
k≥2

log p

pk

≤
∑

p≤x

log p
∞
∑

k=2

1

pk

≤
∑

p≤x

log p

p(p− 1)
= O(1).

�Izrek 5.23. Za poljubno naravno ²tevilo n velja
∑

n≤x

ϑ(n)

n2
= log x+O(1).Dokaz. Najprej pokaºimo, da je vrsta ∑

k≤x
ℓ

k2 konvergentna. Velja namre£
∑

k≤x

ℓ(k)

k2
≤

∞
∑

k=1

ℓ(k)

k2
<

∞
∑

k=1

log k

k2
<∞.



5. MERTENSOVE FORMULE 20Z uporabo izreka 5.22 bomo izpeljali
∑

n≤x

ϑ(n)

n2
=

∑

n≤x

∑

k≤n

ℓ(k)

n2

=
∑

k≤n

ℓ(k)
∑

k≤n≤x

1

n2

=
∑

k≤x

ℓ(k)

(

1

k
− 1

x
+O

(

1

k2

))

=
∑

k≤x

ℓ(k)

k
− 1

x

∑

k≤x

ℓ(k) +O

(

∑

k≤x

ℓ(k)

n2

)

=
∑

p≤x

log p

p
+O(1)

= log x+O(1).

�Izrek 5.24. Obstaja taka konstanta B, da velja
∑

p≤x

1

p
= log log x+B +O

(

1

log x

)

.Dokaz. Zapi²imo ∑

p≤x
1
p
v obliki

∑

p≤x

1

p
=

∑

p≤x

log p

p

1

p
=

∑

2≤n≤x

f(n)g(n),kjer je
f(n) =

{ log p
p

; £e je n pra²tevilo,
0; sierin

g(t) =
1

log t
za t ≥ 1.De�nirajmo

F (t) =
∑

n≤t

f(n) =
∑

p≤t

log p

p
.Potem je F (t) = 0 za t < 2. Po Mertensovem izreku 5.22 sledi

F (t) = log t+ r(t), kjer je r(t) = O(1).Zato integral
∫ ∞

2

r(t)

t log2 t
dtkonvergira absolutno in velja

∫ ∞

x

r(t)

t log2 t
dt = O

(

1

log x

)

.



5. MERTENSOVE FORMULE 21Izra£unajmo ²e integral ∫ y

2
1

x log x
dx, ki ga bomo potrebovali v spodnji oeni:

∫ y

2

1

x log x
dx =

∫ log x

log 2

1

t
dt = log log x− log log 2.Sedaj lahko ob uporabi izreka 5.17 oenimo

∑

p≤x

1

p
=

∑

n≤x

f(n)g(n)

= F (x)g(x) −
∫ x

2
F (t)g′(t)dt

=
log x+ r(x)

log x
−

∫ x

2

log t+ r(t)

t log2 t
dt

= 1 +O

(

1

log x

)

+

∫ x

2

1

t log t
dt +

∫ x

2

r(t)

t log2 t
dt

= 1 +O

(

1

log x

)

+ log log x− log log 2 +

∫ ∞

2

r(t)

t log2 t
dt −

∫ ∞

x

r(t)

t log2 t
dt

= log log x+B +O

(

1

log x

)

,kjer je B = 1 − log log 2 +
∫ x

2
r(t)

t log2 t
dt. �Potrebovali bomo ²e tri lemeLema 5.25. Za x ≥ 2 velja
∫ x

2

dt

log2 t
= O

(

x

log2 x

)

.Dokaz. Razbijmo integral iz leme na dva dela:
∫ x

2

dt

log2 t
=

∫

√
x

2

dt

log2 t
+

∫ x

√
x

dt

log2 t
≤

√
x

log2 2
+
x−√

x

log2 √x
.Sledi

∫ x

2

dt

log2 t
= O(

√
x) +O

(

x

log2 x

)

= O

(

x

log2 x

)

,saj je
lim

x→∞
log2 x√

x
= 0.

�Lema 5.26. Velja
∑

pq≤x

log p log q

pq log pq
= log x+O(log log x),kjer sta p in q pra²tevili.



5. MERTENSOVE FORMULE 22Dokaz. Najprej pokaºimo, da je
∑

pq≤x

log p log q

pq
=

∑

p≤x

log p

p

∑

q≤x
p

log q

q

=
∑

p≤x

log p

p

(

log
x

p
+O(1)

)

=
∑

p≤x

log p(log x− log p)

p
+O

(

∑

p≤x

log p

p

)

= log x
∑

p≤x

log p

p
−

∑

p≤x

log2 p

p
+O(log x)

= log2 x−
∑

2≤n≤x

ℓ(n)

n
log n+O(log x).Srednji £len izra£unamo s pomo£jo Abelove vsote, torej izreka 5.17. Naj bo f(n) = ℓ(n)

n
in

g(t) = log t. Potem je F (t) =
∑

n≤t
ℓ(n)
n

=
∑

p≤t
log p

p
. Sledi F (t) = 0 za t ≥ 2 in po izrekuMertensa

F (t) = log t+ r(t).Oenimo lahko
∫ ∞

2

r)t)

t
dt = O(log x).Po izreku 5.17 velja

∑

n≤x

ℓ(n)

n
log n = F (x)g(x) −

∫ x

2
F (t)g′(t)dt

= (log x+ r(x)) log x−
∫ x

2

log t+ r(t)

t
dt

= log2 x+O(log x) −
∫ x

2

log t

t
dt−

∫ x

2

r(t)

t
dt

= log2 x+O(log x) − log2 x

2
− log2 2

2
−O(log x),kjer smo upo²tevali

∫ x

2

r(t)

t
dt =

∫ ∞

2

r(t)

t
dt −

∫ ∞

x

r(t)

t
dt = O(log x).Nadaljujmo z

∑

n≤x

log p log q

pq log pq
=

∑

n≤x

ℓ ∗ ℓ(n)

n log n
=

∑

n≤x

ℓ ∗ ℓ(n)

n
· 1

n
.Podobno kot zgoraj uporabimo Abelovo enakost za

f(n) =
ℓ ∗ ℓ(n)

n
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g(t) =

1

log t
.Potem je F (t) =

∑

n=pq≤t
log p log q

pq
za pra²tevila p, q. Imamo

∑

n≤x

log p log q

pq log pq
=

(

1

2
log2 x+O(log x)

)

1

log x
−

∫ x

2

1
2 log2 t+O(log t)

t log2 t
dt

=
1

2
log x+O(log x) −

∫ x

2

1

2t
dt−

∫ x

2

r(t)

t log2 t
dt

=
1

2
log x+O(log x) +

1

2
log x+

1

2
log 2 +O(log log x)

= log x+O(log log x).

�Lema 5.27. Za poljubno naravno ²tevilo n velja
∑

n≤x

1

1 + n log n
= O(log log x).Dokaz. Najprej opazimo, da velja

∑

n≤x

1

1 + log n
≤

∑

n≤x

1

log n
.Uporabimo Abelovo enakost za f(n) = 1

n
in g(t) = 1

log t
. Sledi F (t) =

∑

n≤t
1
n

= log t+ r(t), kjerje r(t) = O(1).
∑

n≤x

1

log n
=

∑

n≤x

f(n)g(n)

= F (x)g(x) −
∫ x

2
F (t)g′(t)dt

=
log x+ r(x)

log x
−

∫ x

2

log t+ r(t)

t log2 t
dt

= 1 +O

(

1

log x

)

+ log log x− log log 2 +

∫ ∞

2

r(t)

t log2 t
dt−

∫ ∞

x

r(t)

t log2 t
dt

= O(log log x).

�



POGLAVJE 6Selbergova formulaPrvi konkretnej²i korak proti dokazu pra²tevilskega izreka je formula, ki nosi ime po AtluSelbergu. Namen tega poglavja je dokaz te formule. Selbeg jo je imenoval fundamentalna formulain jo nekaj £asa ljubosumno skrival pred ostalimi matematiki. Vseeno je bil z njo seznanjen Erdösin lahko trdimo, da se je ²ele takrat pokazala vsa njena uporabnost.Mnogokrat v teoriji ²tevil se vsota aritmeti£ne funkije obna²a lep²e kot funkija sama. Tudiv Selbergovi formuli nastopa vsota ene izmed aritmeti£nih funkij in sier posplo²ene Von Man-goldtove funkije Λ2.Izrek 6.28 (Selbergova formula). Za x ≥ 1 velja(6.1) ∑

n≤x

Λ2(n) = 2x log x+O(x).Dokaz. Najprej s pomo£jo osnovnih lastnosti posplo²ene Von Mangoldtove funkije Λ2 in Dirih-letove konvoluije izpeljemo
∑

n≤x

Λ2(n) =
∑

n≤x

µ ∗ log2(n)

=
∑

dk≤x

µ(d) ∗ log2 k

=
∑

d≤x

µ(d)
∑

k≤x
d

log2 k,kjer d te£e po vseh deliteljih ²tevila n.Uporabimo izrek 5.18
∑

n≤x

Λ2(n) =
∑

d≤x

µ(d)
∑

k≤x
d

log2 k,

=
∑

d≤x

µ(d)

(

x

d
log2 x

d
− 2

x

d
log

x

d
+ 2

x

d
+O

(

log2 x

d

))

= x
∑

d≤x

µ(d)

d
log

x

d

(

log
x

d
− 2

)

+ 2x
∑

d≤x

µ(d)

d
+O

(

∑

d≤x

log2 x)

d

)

.24



6. SELBERGOVA FORMULA 25Za nadaljno oeno uporabimo izrek 5.19
∑

n≤x

Λ2(n) = x
∑

d≤x

µ(d)

d
log

x

d

(

log
x

d
− 2

)

+ 2x
∑

d≤x

µ(d)

d
+O

(

∑

d≤x

log2 x)

d

)

.

= x
∑

d≤x

µ(d)

d
log

x

d

(

log
x

d
− 2

)

+O(x).S pomo£jo izreka 5.20 dobimo
∑

n≤x

Λ2(n) = x
∑

d≤x

µ(d)

d
log

x

d

(

log
x

d
− 2

)

+O(x).

= x
∑

d≤x

µ(d)

d
log

x

d

(

∑

m≤x
d

1

m
− γ − 2 +O

(

x

d

))

+O(x)

= x
∑

d≤x

µ(d)

d
log

x

d

∑

m≤x
d

1

m
− (γ + 2)x

∑

d≤x

µ(d)

d
log

x

d
+O(x).

Tako smo dobili dva £lena v izrazu na desni strani zadnje ena£be, ki ju bomo oenili vsakegaposebej. Prvi £len nam da glavni del izraza na desni v Selbergovi formuli:
x

∑

d≤x

µ(d)

d
log

x

d

∑

m≤x
d

1

m
= x

∑

dm≤x

µ(d)

dm
log

x

d

= x
∑

n≤x

1

n

∑

d|n
µ(d) log

x

d

= x log x
∑

n≤x

1

n

∑

d|n
µ(d) − x

∑

n≤x

1

n

∑

d|n
µ(d) log d

= x log x+ x
∑

n≤x

Λ(n)

n

= 2x log x+O(x),saj je po Mertensovi formuli 5.22
∑

n≤x

Λ(n)

n
= x log x+O(1).



6. SELBERGOVA FORMULA 26Drugi £len oenimo s ponovno uporabo izrekov 5.20 in 5.21:
∑

d≤x

µ(d)

d
log

x

d
=

∑

d≤x

µ(d)

d

(

∑

m≤x
d

1

m
− γ +O

(

x

d

))

=
∑

dm≤x

µ(d)

dm
− γ

∑

d≤x

µ(d)

d
+O(1)

=
∑

n≤x

1

n

∑

d|n
µ(d) +O(1) = O(1).

�V dokazu pra²tevilskega izreka bomo potrebovali ²e naslednje ekvivalentne oblike prej²njegaizreka:Izrek 6.29 (Selbergova formula). Za x ≥ 1 velja(6.2) ∑

p≤x

log2 p+
∑

pq≤x

log p log q = 2x log x+O(x),

(6.3) ϑ(x) log x+
∑

p≤x

log p · ϑ
(

x

p

)

= 2x log x+O(x),

(6.4) ∑

p≤x

log p+
∑

pq≤x

log p log q

log pq
= 2x+O

(

x

1 + log x

)

.Dokaz. Po izreku 3.4 za vsak n ∈ N velja
∑

n≤x

Λ2(n) =
∑

n≤x

Λ(n) log n+
∑

n≤x

Λ ∗ Λ(n).Pobliºje si oglejmo vsako vsoto posebej. Glede na de�niranost Von Mangoldtove funkije inlastnosti logaritmov za vse pra²tevilske potene pk, ki delijo n velja
∑

n≤x

Λ(n) log n =
∑

pk≤x
k≥1

log2 pk

=
∑

pk≤x
k≥1

k · log2 p

=
∑

p≤x

log2 p+
∑

pk≤x
k≥2

k · log2 p.



6. SELBERGOVA FORMULA 27V primeru, ko velja pk ≤ x in k ≥ 2, je p ≤ √
x in zato

∑

pk≤x
k≥2

k · log2 p =
∑

p≤√
x

log2 p

[ log x
log p

]
∑

k=2

k

≤
∑

p≤√
x

log2 p

(

log x

log p

)2

≤
√
x · log2 x = O(x),kjer smo uporabili

[ log x
log p

]
∑

k=2

k =
[ log x
log p

] − 1

2

(

2 + [
log x

log p
]

)

≤

(

log x
log p

)2

2
+

(

log x

log p

)2

=

(

log x
log p

)2

2
+

(

log x
log p

)2

(

log x
log p

)

≤

(

log x
log p

)2

2
+

(

log x
log p

)2

(

log x
1
2

log x

)

=

(

log x
log p

)2

2
+

(

log x
log p

)2

2

=

(

log x

log p

)2

.Zdaj bomo izra£unali ²e drugo vsoto. Pisali bomo n = uv, kjer bo u tekel po vseh deliteljih²tevila n. Velja
∑

n≤x

Λ ∗ Λ(n) =
∑

n≤x

∑

n=uv

Λ(u)Λ(v).Zaradi de�niije Von Mangoldtove funkije Λ nas zanimajo samo £leni, kjer je u potena nekegapra²tevila, prav tako mora biti tudi v potena nekega pra²tevila. Torej samo £leni oblike n =

uv = pkql za neki pra²tevili p, q in naravni ²tevili k, l.



6. SELBERGOVA FORMULA 28Nadaljujemo
∑

n≤x

Λ ∗ Λ(n) =
∑

n≤x

∑

n=uv

Λ(u)Λ(v)

=
∑

pk·ql≤x
k,l≥1

log p log q

=
∑

pq≤x

log p log q +
∑

pk·ql≤x
k,l≥1,k+l≥3

log p log q.S pomo£jo izreka Chebysheva 4.15 bomo oenili zadnji £len
∑

pk·ql≤x
k,l≥1,k+l≥3

log p log q ≤
∑

pk·ql≤x
k≥2,l≥1

log p log q +
∑

pk ·ql≤x
l≥2,k≥1

log p log q

= 2
∑

pk·ql≤x
k≥2,l≥1

log p log q

= 2
∑

pk≤x
k≥2

log p
∑

ql≤ x

pk

l≥1

log q

= 2
∑

pk≤x
k≥2

log pψ

(

x

pk

)

= O

(

∑

pk≤x
k≥2

x log p

p

)

= O

(

∑

p≤x

log p

∞
∑

k=2

1

pk

)

= O

(

∑

p≤x

log p

p(p− 1)

)

= O(x).Imamo
∑

n≤x

Λ ∗ Λ(n) =
∑

pq≤x

log p log q +O(x).Uporabimo izrek 6.28 in dobimo ºeljeno
∑

n≤x

Λ2(n) =
∑

n≤x

Λ(n) log n+
∑

n≤x

Λ ∗ Λ(n)

=
∑

p≤x

log2 p+
∑

pq≤x

log p log q +O(x)

= 2x log x+O(x).



6. SELBERGOVA FORMULA 29Formula (6.2) je dokazana.Najkraj²i je dokaz (6.3). Na tem mestu se spomnimo aritmeti£ne funkije
l(n) =

{

log n; n je pra²tevilo
0; sier.Velja

ϑ(x) =
∑

p≤x

log p =
∑

n≤x

log nin ϑ(x)
x

= O(1) po izreku Chebysheva 4.15.Z uporabo izreka 5.17 dobimo
∑

p≤x

log2 p =
∑

n≤x

l(n) · log n

= ϑ(x) log x−
∫ x

1

ϑ(t)

t
dt

= ϑ(x) log x+O(x).Tako imamo(6.5) ∑

p≤x

log2 p = ϑ(x) log x+O(x).Izpeljimo ²e(6.6) ∑

pq≤x

log p log q =
∑

p≤x

log p
∑

q≤x
p

log q =
∑

p≤x

log p · ϑ
(

x

p

)

.Vstavimo (6.5) in (6.6) v (6.2) in dobimo (6.3).Naj bo sedaj f(n) = l(n) log n+ l ∗ l(n). Formulo (6.2) lahko s pomo£jo (6.3) zapi²emo v obliki
F (x) =

∑

n≤x

f(n)

=
∑

n≤x

(l(n) log n+ l ∗ l(n))

=
∑

p≤x

log2 p+
∑

pq≤x

log p log q

= 2x log x+O(x).



6. SELBERGOVA FORMULA 30Velja tudi F (x) = 0 za x < 2. Zopet uporabimo izrek 5.17 in imamo
∑

p≤x

log p+
∑

pq≤x

log p log q =
∑

2≤n≤x

l(n) log n+ l ∗ l(n)

log n

=
∑

3
2
≤n≤x

f(n)

log n

=
F (x)

log x
+

∫

2
x
F (t)

t log2 t
dt

=
2x log x+O(x)

log x
+

∫

2
x

2t log t+O(t)

t log2 t
dt

= 2x+O

(

x

log x

)

,po lemi 5.25.�e je x ≥ e, potem je
x

log x
≤ 2x

1 + log xin zato
O

(

x

log x

)

≤ O

(

x

1 + log x

)

.Za 1 ≤ x ≤ e je x
1+log x

≥ 1 in
0 ≤

∑

p≤x

log p+
∑

pq≤x

log p log q

log pq
≤ log 2.Sledi

∣

∣

∣

∣

x−
∑

p≤x

log p+
∑

pq≤x

log p log q

log pq

∣

∣

∣

∣

= O(1)

= O

(

x

1 + log x

)

.

�



POGLAVJE 7Dokaz pra²tevilskega izrekaV zadnjem poglavju bomo dokazali pra²tevilski izrek. Uporabili bomo vse, kar smo si strudom pripravili do sedaj.Naj bo
R(x) = ϑ(x) − x.Pokaºimo, da je dovolj dokazati R(x) = o(x).Trditev 7.30. ϑ(x) ∼ x je ekvivalentno R(x) = o(x).Dokaz.

(=⇒)Vemo, da je ϑ(x) ∼ x oziroma limx→∞
ϑ(x)

x
= 1. Zato lahko izra£unamo

lim
x→∞

R(x)

x
= lim

x→∞
ϑ(x) − x

x
= lim

x→∞
ϑ(x)

x
− lim

x→∞
1 = 1 − 1 = 0.To pa ravno pomeni R(x) = o(x).

(⇐=)Naj bo sedaj limx→∞
R(x)

x
= 0. Potem je

lim
x→∞

ϑ(x)

x
= lim

x→∞
ϑ(x) − x+ x

x
= lim

x→∞
ϑ(x) − x

x
+ 1 = 0 + 1 = 1kar smo ravno ºeleli. �Mi bomo torej v tem poglavju dokazali R(x) = o(x), kar pa je po zgornji trditvi enakovrednopra²tevilskemu izreku. Bolj natan£no, pokazali bomo, da obstajata zaporedji pozitivnih realnih²tevil {δm}∞m=1 in {um}∞m=1 za kateri velja

lim
m→∞

δm = 0in
|R(x)| < δmx za vsak x ≥ um.Preden gremo na sam dokaz si bomo pripravili ²e nekaj rezultatov.Lema 7.31. Za x > e velja(7.1) ∑

p≤x

log p

p(1 + log x
p
)

= O(log log x).31



7. DOKAZ PRA²TEVILSKEGA IZREKA 32Dokaz. Vsoto po vseh pra²tevilih, ki so manj²a ali enaka nekemu pozitivnemu realnemu x bomorazbili na intervale ( x
ej ,

x
ej−1 ] za j = 1 do j = log x. Ker pa bomo se²tevali le po elih ²tevilihbomo vzeli vsoto do j = [log x] + 1. Torej lahko pi²emo
∑

p≤x

log p

p(1 + log x
p
)

=

[log x]+1
∑

j=1

∑

x

ej <p≤ x

ej−1

log p

p(1 + log x
p
)Vsak interval lahko po 5.22 oenimo na naslednji na£in. Za vsako elo ²tevilo j velja:

∑

x

ej <p≤ x

ej−1

log p

p
=

(

log
x

ej−1
+O(1)

)

−
(

log
x

ej
+O(1)

)

= log
x

ej
+ log e− log

x

ej
+O(1)

= 1 +O(1) = O(1).Iz x
ej < p ≤ x

ej−1 izpeljemo
log x

ej < log p ≤ log x
ej−1

log x− log ej < log p ≤ log x− log ej−1

log x− j < log p ≤ log x− (j − 1)

−j < log p− log x ≤ −(j − 1)

j − 1 ≤ log x− log p < j

j ≤ 1 + log x
p

< j + 1.Sledi
∑

x

ej <p≤ x

ej−1

log p

p(1 + log x
p
)
≤

∑

x

ej <p≤ x

ej−1

log p

p · j =
1

j

∑

x

ej <p≤ x

ej−1

log p

p
= O

(

1

j

)

.Zdaj lahko nadaljujemo
[log x]+1

∑

j=1

∑

x

ej <p≤ x

ej−1

log p

p(1 + log x
p
)

= O

( [log x]+1
∑

j=1

1

j

)

,kar pa je po 5.24 enako O(log log x). �Izrek 7.32. Za x ≥ 1 velja
|R(x)| ≤ 1

log x

∑

n≤x

∣

∣

∣

∣

R(
x

n
)

∣

∣

∣

∣

+O

(

x log log x

log x

)

.



7. DOKAZ PRA²TEVILSKEGA IZREKA 33Dokaz. Iz R(x) = ϑ(x)− x dobimo ϑ(x) = x+R(x) in to vstavimo v Selbergovo formulo (6.3):
2x log x+O(x) = ϑ(x) log x+

∑

p≤x

log p · ϑ(
x

p
)

= (x+R(x)) log x+
∑

p≤x

log p

(

x

p
+R

(

x

p

))

= x log x+R(x) log x+ x
∑

p≤x

log p

p
+

∑

p≤x

R

(

x

p

)

log p

= R(x) log x+
∑

p≤x

R

(

x

p

)

log p+ 2x · log x+ x ·O(1)

= R(x) log x+
∑

p≤x

R

(

x

p

)

log p+ 2x · log x+O(x)Na predzadnjem koraku smo uporabili izrek 5.22. Tako dobimo(7.2) R(x) log x = −
∑

p≤x

R

(

x

p

)

log p+O(x).Zdaj bomo poskusili R(x) log x izraziti ²e na drug na£in.Naj bodo p, q, r pra²tevila in p ≤ x. Iz (6.4) sledi
∑

q≤x
p

log q +
∑

qr≤x
p

log q log r

log qr
= 2

x

p
+O

(

x

p(1 + log x
p
)

)

.�e zgornjo vrstio mnoºimo z ∑

p≤x log p lahko izpeljem
∑

p≤x

log p
∑

q≤x
p

log q =
∑

pq≤x

log p log q

= 2x
∑

p≤x

log p

p
−

∑

pqr≤x

log p log q log r

log qr
+O

(

x
∑

p≤x

log p

p(1 + log x
p
)

)

= 2x(log x+O(1)) −
∑

qr≤x

log q log r

log qr
·

∑

p≤ x
qr

log p+O

(

x
∑

p≤x

log p

p(1 + log x
p
)

)

= 2x log x−
∑

qr≤x

log q log r

log qr
· ϑ

(

x

qr

)

+O(x log log x),kjer smo v zadnji vrstii uporabili lemo 7.31. Dobili smo
∑

pq≤x

log p log q = 2x log x−
∑

qr≤x

log q log r

log qr
· ϑ

(

x

qr

)

+O(x log log x).Spomnimo se Selbergove formule (6.2)
∑

p≤x

log2 p+
∑

pq≤x

log p log q = 2x log x+O(x).



7. DOKAZ PRA²TEVILSKEGA IZREKA 34V to Selbergovo formulo vstavimo zgornji izraz za ∑

pq≤x log p log q in dobimo
∑

p≤x

log2 p =
∑

pq≤x

log p log q

log pq
ϑ(
x

qr
) +O(x log log x)iz £esar po de�niiji funkije ϑ takoj sledi(7.3) ϑ(x) log x =

∑

pq≤x

log p log q

log pq
ϑ(
x

qr
) +O(x log log x).Zdaj zamenjajmo ϑ(x) z x+R(x) in imamo

(x+R(x)) log x =
∑

pq≤x

log p log q

log pq

(

x

qr
+R(

x

qr
)

)

+O(x log log x)

= x
∑

pq≤x

log p log q

pq log pq
+

∑

pq≤x

log p log q

log pq
R(

x

qr
) +O(x log log x).Z uporabo leme 5.26 takoj dobimo(7.4) R(x) log x =

∑

pq≤x

log p log q

log pq
R(

x

qr
) +O(x log log x).Se²tejmo ena£bi (7.3) in (7.4) in se spomnimo de�niije ene izmed aritmeti£nih funkij iz drugegapoglavja. Tako dobimo

2|R(x)| log x ≤
∑

p≤x

log p

∣

∣

∣

∣

R(
x

p
)

∣

∣

∣

∣

+
∑

pq≤x

log p log q

log pq

∣

∣

∣

∣

R(
x

qr
)

∣

∣

∣

∣

+O(x log log x)

=
∑

n≤x

l(n)

∣

∣

∣

∣

R(
x

p
)

∣

∣

∣

∣

+
∑

n≤x

l ∗ l(n)

log n

∣

∣

∣

∣

R(
x

n
)

∣

∣

∣

∣

+O(x log log x).Morda ²e ni £isto vidno, ampak sedaj smo ºe zelo blizu ilja. V ena£bi
2|R(x)| log x =

∑

n≤x

l(n)

∣

∣

∣

∣

R(
x

p
)

∣

∣

∣

∣

+
∑

n≤x

l ∗ l(n)

log n
|R(

x

n
)| +O(x log log x)moramo oeniti ²e prvi £len na desni, nato pa bomo ²e vse skupaj delili z 2 log x. Za oenoomenjenega izraza bomo uporabili izrek 5.17 za a = 0 in b = [x] :

∑

n≤x

f(n)g(n) =
∑

n≤x−1

F (n)

(

g(n) − g(n + 1)

)

+ F (x)g([x]).Vzemimo
f(n) = l(n) +

l ∗ l(n)

log nin
g(n) = |R(

x

n
)|.Selbergovo formulo (6.4) lahko tokrat zapi²emo v obliki

F (x) =
∑

n≤x

f(n) =
∑

n≤x

(

l(n) +
l ∗ l(n)

log n

)

= 2x+O

(

x

1 + log x

)

.



7. DOKAZ PRA²TEVILSKEGA IZREKA 35�e to vstavimo v zgoraj omenjeno parialno vsoto dobimo ena£bo(7.5) ∑

n≤x

(

l(n)+
l ∗ l(n)

log n

)
∣

∣

∣

∣

R

(

x

n

)
∣

∣

∣

∣

=
∑

n≤x−1

(

2n+O

(

n

1 + log n

))(
∣

∣

∣

∣

R

(

x

n

)
∣

∣

∣

∣

−
∣

∣

∣

∣

R

(

x

n+ 1

)
∣

∣

∣

∣

)

+

+

(

2x+O

(

x

1 + log x

))
∣

∣

∣

∣

R

(

x

[x]

)
∣

∣

∣

∣

.Tako smo zgornji izraz v bistvu razbili na tri izraze, ki jih bomo oenili vsakega posebej.Z zadnjim je najmanj dela, zato za£nimo kar z njim.
(

2x+O

(

x

1 + log x

))
∣

∣

∣

∣

R

(

x

[x]

)
∣

∣

∣

∣

= O(x),saj sta oba £lena v oklepaju O(x).
∣

∣R
(

x
[x]

)
∣

∣ = O(1), saj je 1 ≤ x
[x] < 2 za x ≥ 1. Nadaljujmo znaslednjim £lenom desnega dela ena£be (7.5).

2
∑

n≤x−1

n

(
∣

∣

∣

∣

R

(

x

n

)
∣

∣

∣

∣

−
∣

∣

∣

∣

R

(

x

n+ 1

)
∣

∣

∣

∣

)

= 2
∑

n≤x−1

n

(
∣

∣

∣

∣

R

(

x

n

)
∣

∣

∣

∣

)

− 2
∑

n≤x−1

n

(
∣

∣

∣

∣

R

(

x

n+ 1

)
∣

∣

∣

∣

)

= 2
∑

n≤x−1

n

(∣

∣

∣

∣

R

(

x

n

)∣

∣

∣

∣

)

− 2
∑

2≤n≤x

(n− 1)

(∣

∣

∣

∣

R

(

x

n

)∣

∣

∣

∣

)Oba dela razbijemo
2R(x) + 2

∑

2≤n≤x−1

n

(
∣

∣

∣

∣

R

(

x

n

)
∣

∣

∣

∣

)

−

−2
∑

2≤n≤x−1

(n)

(∣

∣

∣

∣

R

(

x

n

)∣

∣

∣

∣

)

+ 2
∑

2≤n≤x−1

(∣

∣

∣

∣

R

(

x

n

)∣

∣

∣

∣

)

− 2[x]

∣

∣

∣

∣

R

(

x

[x]

)∣

∣

∣

∣

=

= 2
∑

n≤x

(
∣

∣

∣

∣

R

(

x

n

)
∣

∣

∣

∣

)

− 2[x]

∣

∣

∣

∣

R

(

x

[x]

)
∣

∣

∣

∣

= 2
∑

n≤x

(
∣

∣

∣

∣

R

(

x

n

)
∣

∣

∣

∣

)

+O(x),saj je zopet 1 ≤ x
[x] < 2 za x ≥ 1 in zato ∣

∣R
(

x
[x]

)
∣

∣ = O(1).Oeniti moramo ²e drugi £len. Najprej poglejmo razliko
∣

∣

∣

∣

R

(

x

n

)
∣

∣

∣

∣

−
∣

∣

∣

∣

R

(

x

n+ 1

)
∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

ϑ

(

x

n

)

− x

n

∣

∣

∣

∣

−
∣

∣

∣

∣

ϑ

(

x

n+ 1

)

− x

n+ 1

∣

∣

∣

∣

≤
∣

∣

∣

∣

ϑ

(

x

n

)

− ϑ

(

x

n+ 1

)

−
(

x

n
− x

n+ 1

)
∣

∣

∣

∣

≤
∣

∣

∣

∣

ϑ

(

x

n

)

− ϑ

(

x

n+ 1

)
∣

∣

∣

∣

+

∣

∣

∣

∣

x

n
− x

n+ 1

∣

∣

∣

∣

= ϑ

(

x

n

)

− ϑ

(

x

n+ 1

)

+
x

n
− x

n+ 1

< ϑ

(

x

n

)

− ϑ

(

x

n+ 1

)

+
x

n2
,saj je

x

n
− x

n+ 1
=
xn+ x− xn

n(n+ 1)
=

x

n2 + n
<

x

n2
za n > 0.



7. DOKAZ PRA²TEVILSKEGA IZREKA 36Zato lahko pi²emo
∑

n≤x−1

(

n

1 + log n

)(
∣

∣

∣

∣

R

(

x

n

)
∣

∣

∣

∣

−
∣

∣

∣

∣

R

(

x

n+ 1

)
∣

∣

∣

∣

)

≤

≤
∑

n≤x−1

(

n

1 + log n

)(

ϑ

(

x

n

)

− ϑ

(

x

n+ 1

))

+ x
∑

n≤x−1

1

n(1 + log n)
.Ker je po lemi 5.27

∑

n≤x−1

1

n(1 + log n)
= O(log log x),bomo naprej oenjevali le prvi del izraza. Podobno kot ºe enkrat prej bomo zamenjali spre-menljivko po kateri se²tevamo v eni izmed vsot:

∑

n≤x−1

(

n

1 + log n

)(

ϑ

(

x

n

)

− ϑ

(

x

n+ 1

))

=

=
∑

n≤x−1

(

n

1 + log n

)

ϑ

(

x

n

)

−
∑

2≤n≤x

(

n− 1

1 + log(n− 1)

)

ϑ

(

x

n

)

= ϑ(x) +
∑

2≤n≤x−1

(

n

1 + log n
− n− 1

1 + log(n− 1)

)

ϑ

(

x

n

)

≤ ϑ(x) +
∑

2≤n≤x−1

(

n

1 + log n
− n− 1

1 + log n

)

ϑ

(

x

n

)

= ϑ(x) +
∑

2≤n≤x−1

(

1

1 + log n

)

ϑ

(

x

n

)

= O

(

x+ x
∑

2≤n≤x−1

(

1

n(1 + log n)

))

= O(x log log x),po isti lemi kot zgoraj. Sedaj smo oenili vse tri £lene in lahko zapi²emo
2|R(x)| log x ≤ 2

∑

n≤x

∣

∣

∣

∣

R

(

x

n

)
∣

∣

∣

∣

+O(x log log x).Kot smo omenili ºe prej po deljenju z 2 log x dobimo ºeljeni rezultat. �Opomba 7.33. Prej²nji izrek bi se lahko glasil tudi takole: za x ≥ 1 velja(7.6) |R(x)| ≤ 1

log x

∑

n≤x

∣

∣

∣

∣

R(
x

n
)

∣

∣

∣

∣

+ o(x).Pred samim dokazom sledita ²e dve pripravljalni lemi.Lema 7.34. Naj bo 0 > δ < 1. Potem obstajata ²tevili c0 ≥ 1 in x1(δ) ≥ 4, za kateri velja,da £e je x ≥ x1(δ) potem obstaja naravno ²tevilo n za katerega velja
x < n ≤ e

c0
δ x
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|R(n)| < δn.Konstanta c0 ni odvisna od δ.Dokaz. Izrek 5.20 pravi

∑

n≤x

1

n
= log x+ γ + r(x) = log x+O(1),kjer je |r(x)| < 1

x
. Iz tega lahko za 1 ≤ x < x′ izpeljemo

∑

x<n≤x

1

n
=

∑

n≤x′

1

n
−

∑

n≤x

1

n

= log x′ + γ + r(x′) − (log x+ γ + r(x))

= log x′ − log x+ r(x′) − r(x)

= log
x′

x
− r′(x),kjer je |r′(x)| < 2

x
, saj je

∣

∣

∣

∣

1

x′
− 1

x

∣

∣

∣

∣

<
1

x
+

1

x
=

2

x
.Po izreku 5.23 velja

∑

n≤x

ϑ(n)

n2
= log x+O(1)in zato

∑

n≤x

R(n)

n2
=

∑

n≤x

ϑ(n) − n

n2

=
∑

n≤x

ϑ(n)

n2
−

∑

n≤x

1

n2

= log x+O(1) − (log x+O(1))

= O(1).To nam da
∣

∣

∣

∣

∑

x<n≤x′

R(n)

n2

∣

∣

∣

∣

= O(1)za vsak 1 ≤ x < x′. Z drugimi besedami povedano je izraz na desni strani zgornje ena£be omejen.Torej lahko izberemo tak c0 ≥ 1, da bo veljalo(7.7) ∣

∣

∣

∣

∑

x<n≤x′

R(n)

n2

∣

∣

∣

∣

<
c0

2za vsak 1 ≤ x < x′.Naj bo c0
δ
> 1 in ρ = e

c0
δ . Ker je x ≥ 1 je ρx > ex. Izberimo tak x1(δ) ≥ 4, da bo log x < δx za



7. DOKAZ PRA²TEVILSKEGA IZREKA 38vsak x ≥ x1(δ). Pokazali bi radi, da £e je x ≥ x1(δ) potem obstaja naravno ²tevilo n ∈ (x, ρx]za katerega je |R(n)| < δ.Lo£imo dva primera.(i) Predpostavimo, da je bodisi R(n) ≥ 0 za vsako naravno ²tevilo n ∈ (x, ρx] bodisi
R(n) ≤ 0 za vsako naravno ²tevilo n ∈ (x, ρx]. Potem velja

∣

∣

∣

∣

∑

x<n≤ρx

R(n)

n2

∣

∣

∣

∣

=
∑

x<n≤ρx

|R(n)|
n2

=
∑

x<n≤ρx

(

R(n)

n

)

1

n
.Ozna£imo z

m∗ = min

{ |R(x)|
n

;n ∈ n ∈ (x, ρx]

}

.Spomnimo se kako smo izbrali c0 v (7.7). Sedaj lahko nadaljujemo
c0

2
>

∑

x<n≤ρx

(

R(n)

n

)

1

n

≥ m∗ ∑

x<n≤ρx

1

n

> m∗
(

log
ρx

x
− 2

x

)

≥ m∗
(

log
c0

δ
− 1

2

)

≥ c0m
∗

2δ
.Sledi

0 ≤ m∗ < δ.Ker obstaja naravno ²tevilo n ∈ (x, ρx] z lastnostjo |R(n)|
n

= m∗ je |R(n)| < δn.(ii) Reimo, da obstajata dve naravni ²tevili na intervalu (x, ρx] za kateri velja R(n− 1) 6=
R(n) in R(n − 1)R(n) ≤ 0. Iz n − 1 > x ≥ x1(δ) ≥ 4 sledi n ≥ 6. Po drugi strani zavsako naravno ²tevilo n ≥ 2 velja

R(n) −R(n− 1) = ϑ(n) − ϑ(n− 1) − 1

=
∑

p≤n

log p−
∑

p≤n−1

log p− 1

=

{

log n− 1; £e je n pra²tevilo
−1; sier.�e je R(n) < R(n− 1), potem je razlika R(n) −R(n− 1), zaradi velikosti n−ja, enaka

−1. Ker pa velja tudi R(n) ≤ 0 ≤ R(n− 1), je |R(n)| ≤ 1 < log n ≤ δn, kar smo ºeleli.Podobno, £e je R(n− 1) < R(n), sledi R(n− 1) ≤ 0 ≤ R(n) in
0 ≤ R(n) ≤ R(n) −R(n− 1) = log n− 1 < log n < δn.



7. DOKAZ PRA²TEVILSKEGA IZREKA 39Prepri£ali smo se, da v vseh primerih obstaja naravno ²tevilo n ∈ (x, ρx], z lastnostjo
|R(n)| < δn.

�Lema 7.35. Naj bo c0 ≥ 1 ²tevilo, ki smo ga skonstruirali v lemi 7.34 in naj bo 0 < δ < 1.Potem obstaja tako ²tevilo x2(δ), da v primeru, ko je x ≥ x2(δ) interval (x, e
c0
δ x] vsebuje takpodinterval (y, e

c0
δ y], da velja

|R(t)| < 4δtza vsak t ∈ (y, e
c0
δ y].Dokaz. Zopet uporabimo Selbergovo formulo (6.4). Za x ≥ 1 velja

∑

p≤n

log p+
∑

pq≤n

log p log q

log pq
= 2x+O

(

x

1 + log x

)

.S pomo£jo te formule lahko za 1 < u ≤ t izpeljemo
0 ≤

∑

u<p≤t

log p

≤
∑

u<p≤t

log p+
∑

u<p≤t

log p log q

log pq

= 2t+O

(

t

1 + log t

)

− 2u−O

(

u

1 + log u

)

= 2(t− u) +O

(

t

1 + log t

)

,ker je funkija t
1+log t

nara²£ajo£a za t ≥ 1. Velja pa tudi
∑

u<p≤t

log p = ϑ(t) − ϑ(u) = R(t) + t−R(u) − u = t− u+R(t) −R(u).Iz obojega lahko zapi²emo neenakost
−(t− u) ≤ R(t) −R(u) ≤ t− u+O

(

t

1 + log t

)

.Seveda za 1 < u ≤ t takoj sledi
|R(t) −R(u)| ≤ t− u+O

(

t

1 + log t

)

≤ t− u+O

(

t

log t

)

.



7. DOKAZ PRA²TEVILSKEGA IZREKA 40�e je 1 < t ≤ u ≤ 2t, potem
|R(t) −R(u)| ≤ u− t+O

(

u

1 + log u

)

≤ |t− u| +O

(

2t

1 + log 2t

)

≤ |t− u| +O

(

t

log t

)

.Mi bomo potrebovali posebni primer, ko je u ≥ 4 in t
2 ≤ u ≤ t :(7.8) |R(t)| ≤ |R(u)| + |t− u| +O

(

t

log t

)

.Po lemi 7.34 obstaja tako ²tevilo c0 ≥ 1, da za 0 < δ < 1 in x ≥ x1(δ) ≥ 4 obstaja naravno²tevilo
n ∈ (x, e

c0
δ x]in

|R(n)| < δn.�e je t realno ²tevilo iz intervala [n2 , 2n], potem t
2 ≤ n ≤ 2t. Ker pa je n > x ≥ 4 imamo

log t ≥ log(
n

2
) > log(

x

2
) ≥ log x

2
.Nato lahko oenimo

|R(t)| ≤ |R(n)| + |t− n| +O

(

t

log t

)

< δn + |t− n| +O

(

t

log x

)

= t

(

δn

t
+

∣

∣

∣

∣

t

n
− 1

∣

∣

∣

∣

+O

(

1

log x

))

= t

(

2δ +

∣

∣

∣

∣

t

n
− 1

∣

∣

∣

∣

+O

(

1

log x

))

.Kar pomeni, da je t(2δ +

∣

∣

∣

∣

t
n
− 1

∣

∣

∣

∣

+ c2
log x

)

, za neko konstanto c2.Za x ≥ x2(δ) = max(x1(δ), e
c0
δ ) je

|R(t)| < t

(

3δ +

∣

∣

∣

∣

t

n
− 1

∣

∣

∣

∣

)

.Izberimo t, da bo veljalo
e−

δ
2n ≤ t ≤ e

δ
2n.



7. DOKAZ PRA²TEVILSKEGA IZREKA 41Potem je t ∈ (n
2 , 2n), saj je e δ

2 < e
1
2 < 2.�e je t

n
≥ 1, potem je ∣

∣

∣

∣

t
n
− 1

∣

∣

∣

∣

= t
n
− 1 ≤ e

δ
2 − 1 < δ, saj je e δ

2 < 1 + δ za 0 < δ < 1.�e pa je t
n
< 1, potem je ∣

∣

t
n
− 1

∣

∣ = 1 − t
n
< 1 − e−

δ
2 < e

δ
2 − 1 < δ. Ker je v obeh primerih

∣

∣

t
n
− 1

∣

∣ < δ imamo
|R(t)| < 4δt.Sedaj de�nirajmo ²tevilo y na naslednji na£in.�e je e δ

2n ≤ e
c0
δ x, naj bo y = n.�e pa je e δ

2n > e
c0
δ x, naj bo y = e−

δ
2n. V drugem primeru sledi

y = e−
δ
2n = e−δ+ δ

2n > e−δ · e
c0
δ · x = e

c0
δ
−δx,ker je c0

δ
> c0 ≥ 1 > δ.V obeh primerih velja

(y, e
δ
2 y] ⊂ (x, e

c0
δ x]in

|R(t)| < 4δtza vsak t ∈ (y, e
δ
2 y]. �Kon£no smo se dokopali do samega pra²tevilskega izreka.Izrek 7.36 (Pra²tevilski izrek). Za Chebyshevo funkijo ϑ(x) velja

ϑ(x) ∼ x,ko po²ljemo x→ ∞.Dokaz. Po lemi 4.11 in lemi 4.14 sledita naslednji neenakosti
lim sup

x→∞

R(x)

x
= lim sup

x→∞

ϑ(x)

x
− 1 ≤ log 4 − 1 < 0, 4in

lim inf
x→∞

R(x)

x
= lim inf

x→∞
ϑ(x)

x
− 1 ≥ log 2 − 1 < −0, 4.Kar pomeni, da je funkija |R(x)|

x
omejena oziroma elo

lim
x→∞

|R(x)|
x

< 0, 4.Torej obstajata ²tevili M in u1, da je
|R(x)| ≤Mx za vsak x ≥ 1in
|R(x)| ≤ δ1x za vsak x ≥ u1,



7. DOKAZ PRA²TEVILSKEGA IZREKA 42kjer je δ1 = 0, 4.Na²a naloga bo induktivno skonstruirati tak²ni zaporedji realnih ²tevil {δm}∞m=1 in {εm}∞m=1, dabo veljalo
δ1 > δ2 > δ3 · · ·in(7.9) lim

m→∞
εm = 0.Naj bo m ≥ 1 in reimo, da smo ºe dolo£ili δm. Naj bo c0 ²tevilo iz leme 7.34. Izberimo εm, dabo veljalo 0 < εm < 1

m
in

(1 + εm)

(

1 − δ2m
256c0

)

< 1.Zdaj de�nirajmo(7.10) δm+1 = (1 + εm)

(

1 − δ2m
256c0

)

δm.Zagotovo velja 0 < δm+1 < δm.V naslednjem delu dokaza bomo pokazali, da za vsak m obstaja tako ²tevilo um, da velja(7.11) |R(x)| ≤ δmx za vsak x ≥ um.Pokaºimo, da je to res dovolj za dokaz pra²tevilskega izreka. Zaporedje {δm}∞m=1 je strogopadajo£e zaporedje pozitivnih realnih ²tevil. Vemo, da imajo taka zaporedja limito in da je talimita nenegativno ²tevilo, ozna£imo ga z δ < 1. S pomo£jo leme 7.9 in leme 7.10 sledi
lim

m→∞
δm+1 = lim

m→∞
(1 + εm)

(

1 − δ2m
256c0

)

δm

δ =

(

1 − δ2

256c0

)

δ

δ

(

1 − 1 +
δ2

256c0

)

= 0

δ2 = 0

δ = 0.Kar pa pomeni, da je za velike m− je |R(x)|
x

poljubno majhno pozitivno ²tevilo oziroma R(x) =

o(x).Preostane nam ²e konstrukija ²tevila um. Tudi to ²tevilo bomo dolo£ili induktivno. Na za£etkudokaza smo ºe videli, da obstaja u1, da velja |R(x)| ≤ δ1x za vsak x ≥ u1. Pa reimo, da smoºe na²li um. Pokazali bi radi, da obstaja um+1, da velja |R(x)| ≤ δm+1x za vsak x ≥ um+1.De�nirajmo δ′m = δm

8 in ρ = e
c0
δm . Naj bo x2(δ

′
m) ²tevilo konstruirano v lemi 7.35 in naj bo

x3(m) = max(x2(δ
′m), um).



7. DOKAZ PRA²TEVILSKEGA IZREKA 43�e je x ≥ x3(m) ≥ x2(δ
′m), potem po lemi 7.35 vsak interval (x, ρx] vsebuje tak podinterval

(y, e
δ′m
2 y], da je

|R(t)| < 4δ′mt =
δmt

2za vsak t ∈ (y, e
δ′m
2 y]. Naj bo nato k najve£je elo ²tevilo, da velja ρk ≤ x

x3(m) . Izpeljemo lahko
k ≤

log x
x3(m)

log ρ
< k + 1

k =
log x

x3(m)

log ρ
+O(1)

=
δ′m log x

x3(m)

c0
+O(1)

=
δ′m log x

c0
− δ′m log x3(m)

c0
+O(1)

≤ δm log x

8c0
+O(1).S pomo£jo izreka 7.32 oenimo

|R(x)| ≤ 1

log x

∑

n≤x

∣

∣

∣

∣

R

(

x

n

)
∣

∣

∣

∣

+ o(x)

=
1

log x

∑

n≤ρk

∣

∣

∣

∣

R

(

x

n

)
∣

∣

∣

∣

+
1

log x

∑

ρk<n≤x

∣

∣

∣

∣

R

(

x

n

)
∣

∣

∣

∣

+ o(x)

=
1

log x

∑

n≤ρk

∣

∣

∣

∣

R

(

x

n

)
∣

∣

∣

∣

+
x

log x

∑

ρk<n≤x

∣

∣

∣

∣

R

(

1

n

)
∣

∣

∣

∣

+ o(x)Sedaj uporabimo za£etek dokaza, ko smo ugotovili, da obstaja tako ²tevilo M, da velja
∣

∣

∣

∣

R

(

x

n

)
∣

∣

∣

∣

< M
x

n
= Mx

1

n
,za vsak x

n
≥ 1 oziroma x ≥ n. Tako lahko nadaljujemo

|R(x)| =
1

log x

∑

n≤ρk

∣

∣

∣

∣

R

(

x

n

)
∣

∣

∣

∣

+
x

log x

∑

ρk<n≤x

∣

∣

∣

∣

R

(

1

n

)
∣

∣

∣

∣

+ o(x)

≤ 1

log x

∑

n≤ρk

∣

∣

∣

∣

R

(

x

n

)
∣

∣

∣

∣

+
Mx

log x

∑

ρk<n≤x

1

n
+ o(x)

≤ 1

log x

∑

n≤ρk

∣

∣

∣

∣

R

(

x

n

)∣

∣

∣

∣

+ o(x),kjer smo za oeno ∑

ρk<n≤x
1
n
uporabili izrek 5.20.V naslednjem delu dokaza bomo posku²ali oeniti ²e prvi £len na desni strani zgornje neenakosti.
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x

n
≥ x

ρk
≥ x3(m) ≥ umiz £esar sledi(7.12) ∣

∣

∣

∣

R

(

x

n

)
∣

∣

∣

∣

< δm
x

npo predpostavki za um.Za j = 1, . . . , k imamo
x

ρj
≥ x

ρk
≥ x3(m) ≥ x2(δ

′
m)in zato po lemi 7.35 interval ( x

ρj ,
x

ρj−1
] vsebuje tak podinterval Ij = (yj, e

δ′m
2 yj], da velja(7.13) ∣

∣

∣

∣

R(t)

∣

∣

∣

∣

< 4δ′mt =
δmt

2
za vsak t ∈ Ij.S pomo£jo neenakosti (7.12) in (7.13) lahko oenimo

∑

n∈(ρj−1,ρj ]

∣

∣

∣

∣

R

(

x

n

)
∣

∣

∣

∣

=
∑

n∈(ρj−1,ρj ]\Ij

∣

∣

∣

∣

R

(

x

n

)
∣

∣

∣

∣

+
∑

n∈Ij

∣

∣

∣

∣

R

(

x

n

)
∣

∣

∣

∣

< δmx
∑

n∈(ρj−1,ρj ]\Ij

1

n
+
δmx

2

∑

n∈Ij

1

n

= δmx
∑

n∈(ρj−1,ρj ]

1

n
− δmx

∑

n∈Ij

+
δmx

2

∑

n∈Ij

1

n

= δmx
∑

n∈(ρj−1,ρj ]

1

n
− δmx

2

∑

n∈Ij

1

n
.Tako lahko nadaljujemo

∑

n≤ρk

∣

∣

∣

∣

R

(

x

n

)
∣

∣

∣

∣

= R(x) +

k
∑

j=1

∑

n∈(ρj−1,ρj ]

∣

∣

∣

∣

R

(

x

n

)
∣

∣

∣

∣

≤ δmx+

k
∑

j=1

(

δmx
∑

n∈(ρj−1,ρj ]

1

n
− δmx

2

∑

n∈Ij

1

n

)

= δmx
∑

n≤ρk

1

n
− δmx

2

k
∑

j=1

∑

n∈Ij

1

n
.
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δmx

∑

n≤ρk

1

n
= δmx(log ρ

k +O

(

1

ρk

)

= δmxk log ρ+O

(

δmx

ρk

)

= δmx
log x

x3(m)

log ρ
log ρ+O

(

δmx

ρk

)

= δmx log x− δmx log x3(m) +O

(

δmx

ρk

)

= δmx log x+O(x).Tudi za drugi £len si pomagamo z istim izrekom. Iz
∑

n∈Ij

1

n
=

∑

n∈(yj ,e
δ′m
2 yj ]

1

n
= log

e
δ′m
2 yj

yj
+O

(

1

yj

)

=
δ′m
2

+O

(

ρj

x

)sledi
k

∑

j=1

∑

n∈Ij

1

n
=

kδ′m
2

+O

( k
∑

j=1

ρj

x

)

=
δ′m
2

+

(

δm log x

8c0
+O(1)

)

+O(1)

=
δ2m log x

128c0
+O(1),pri £emer smo s pomo£jo formule za vsoto vrste oenili

k
∑

j=1

ρj

k
=
ρ(ρk − 1)

x(ρ− 1)
<

2ρk

x
≤ 2

x3(m)
= O(1).Tako imamo

δmx

2

k
∑

j=1

∑

n∈Ij

1

n
=
δ3mx log x

256c0
+O(x).Nadaljujemo

∑

n≤ρk

1

n
≤ (δmx log x+O(x)) −

(

δ3mx log x

256c0
+O(x)

)

=

(

1 − δ2m
256c0

)

δmx log x+O(x).
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|R(x)| ≤ 1

log x

∑

n≤ρk

∣

∣

∣

∣

R

(

x

n

)
∣

∣

∣

∣

+ o(x)

=

(

1 − δ2m
256c0

)

δmx+ o(x).Zdaj izberimo dovolj velik um+1, da za vsak x ≥ um+1 velja
o(x) < εm

(

1 − δ2m
256c0

)

δmx.Potem je
|R(x)| < (1 + εm)

(

1 − δ2m
256c0

)

δmx = δm+1x.Indukija po m je kon£ana in s tem je pra²tevilski izrek dokazan. �
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