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POGLAVJE 1

Uvod

Delo je nastalo kot projekt pri predmetu Kriptografija in uvod v teorijo kodiranja, ki sem
ga obiskoval pri prof. JuriSi¢cu na FMF v Ljubljani v Solskem letu 2003/04. Prastevila imajo v
kriptografiji posebno mesto in smo o njih veliko govorili, zato sem si izbral projekt povezan z
njimi. Dolgo ¢asa je bil tezak in zanimiv problem koliko je priblizno prastevil do nekega poljubno
velikega pozitivnega realnega Stevila. Namen naloge je elementaren dokaz praStevilskega izreka,
ki nam odgovori na to vprasanje. Povejmo sedaj kaj imamo v mislih, ko govorimo o "elemen-
tarnem"dokazu. To pomeni, da ne uporabljamo kompleksne analize in si ne pomagamo z izreki

iz analize, ampak uporabljamo samo osnovna dejstva iz teorije Stevil.



POGLAVJE 2

Zgodovina prasStevilskega izreka

Prastevila so delezna pozornosti matematikov Ze od antike naprej. Veliko matematikov je
iskalo formulo za Stevilo prastevil na poljubno velikih intervalih, a kljub velikim naporom dolgo
¢asa niso uspeli narediti pomembnega koraka na tem podrocju. Tako se komaj konec 18. stoletja
pojavi domneva, ki sta jo neodvisno drug od drugega razvila Gauss in Legendre. Pravilno sta
domnevala, da je Stevilo prastevil do nekega realnega stevila x > 1 priblizno enako @, kjer je
z log x oznacen naravni logaritem Stevila x. Kljub temu, da se je Gauss problema lotil Ze v rani
mladosti, pri petnajstih latih, svoje domneve ni uspel dokazati. To zgovorno pric¢a o tezavnosti
nasega problema.

Pol stoletja kasneje, na drugem koncu Evrope, je ruski matematik Chebyshev zapisal sploh
prve dokaze o porazdelitvi prastevil. Med dokazi je vpeljal dve funkciji, ki sta v teoriji Stevil poz-
nani kot funkciji Chebysheva in ju bomo spoznali v enem izmed naslednjih poglavij. Chebyshev
je s svojim delom ogromno pripomogel k dokazu prastevilskega izreka.

Prvi dokaz prastevilskega izreka sta leta 1896 podala Hadamard in de la Vallée Poussin.
Dokaz je vseboval splogno znano Riemannovo funkcijo zeta ((s). Ta funkcija je definirana kot

absolutno konvergentna vrsta

o0

((s)=>Y n*
n=1

za kompleksna Stevila s, ki imajo realni del veéji od 1. Na tem mestu morda Se enkrat pove-
jmo kaj imamo v mislih, ko govorimo o "elementarnem'"dokazu. V prvi vrsti to pomeni, da
ne uporabljamo mo¢nih izrekov analize kot je denimo Cauchyjev izrek, ampak samo osnovna
dejstva o aritmeti¢nih funkcijah. Vsekakor v tem smislu prvi dokaz prastevilskega izreka ni bil
elementaren.

Prelomnico v iskanju elementarnega dokaza prastevilskega izreka pomeni Hardyjevo preda-
vanje iz leta 1921. Na§ dokaz je primerjal s slavnim Se vedno neresenim problemom Riemannove
zeta funkcije. Bil je zelo pesimisticen glede nadalnjega iskanja elementarnega dokaza. Napovedal
pa je, da se bo ob morebitnem uspehu marsikatera knjiga napisala na novo. Morda sta ravno ta
govor in pricakovanja, ki so sledila, spodbudila matematike k 8e bolj zavzetemu delu. In tako je
leta 1948, kmalu po drugi svetovni vojni, svet ob§la novica, ki je Sokirala matemati¢no javnost.
Erdos je objavil, da sta skupaj s Selbergom nasla ¢isto elementaren dokaz prastevilskega izreka, ki
temelji le na osnovnih lastnostih logaritemske funkcije. Toda na Zalost je ravno ta objava privedla
do nesoglasij med obema slavnima matematikoma. Ozadje vzrokov, ki so privedli do tega spora
je zelo pestro in Se vedno delno prikrito javnosti. Nedvomno je osnovo za dokaz postavil Selberg.

Poimenoval jo je fundamentalna formula, v naSem delu jo imenujemo Selbergova formula. Vendar
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2. ZGODOVINA PRASTEVILSKEGA IZREKA 5

nikakor ni nasel poti naprej. Le-to pa je hitro nasel Erdos, ko mu je Selbergova formula sluc¢ajno
prisla v roke. Po kratki izmenjavi mnenj in Erdésevi neuspesni pobudi za skupno delo sta potem
kmalu dokaz dokoncala vsak zase. Naj omenimo, da Selberg brez Erdésevega namiga zagotovo
ne bi tako hitro uspel dokoncati dokaza. Kljub temu je hotel dokaz zadrzati zase, kar je kasneje
tudi uradno uspel. Se vet podrobnosti o tem dogajanju bralec lahko najde v Godfeld [4]. Za
delo, ki sta ga opravila pri tem dokazu je Selberg leta 1950 prejel Fieldsovo medaljo, Erdos pa
Coleovo nagrado dve leti kasneje.

Poudarimo Se, da je nas dokaz Ze precej "izboljSana'verzija in seveda temu primerno krajsa

od originalnega dokaza.



POGLAVIJE 3

Aritmeti¢ne funkcije in oznake

V drugem poglavju bomo najprej definirali pojem aritmeti¢ne funkcije in nato vpeljali nekaj
aritmeti¢nih funkcij. Sledila bo predstavitev posebnega nacina mnozenja funkcij, imenovanega
Dirichletova konvolucija. Na koncu poglavja si bomo ogledali Se nekaj oznak, ki bodo v naslednjih
poglavjih nujno potrebne pri nagem delu.

Pri dokazovanju prastevilskega izreka se bomo veliko ukvarjali s funkcijami, ki so definirane
samo na mnozici naravnih Stevil. Takim funkcijam pravimo aritmeti¢ne funkcije. S prastevilskim

izrekom je najbolj tesno povezana aritmeti¢na funkcija II, ki je definirana takole:

1; n je prastevilo

H =
(n) {O; sicer.

Imenujemo jo tudi karakteristi¢na funkcija prastevil. Med bolj preproste aritmeti¢ne funkcije

5(n):{ 1, n=1

0; sicer

sodijo Se:

ter vse konstantne funkcije, ki zavzamejo isto konstanto za vsa naravna Stevila.
Podobno se obnasa
logn; n je prastevilo
l(n) = :
0; sicer,
ki jo bomo potrebovali v zadnjem poglavju. Naj bo n = pi*---p,* enolitni razcep naravnega

Stevila n na prastevila. Potem definiramo funkcijo w na naslednji nagin:

w(n):{ 0; n=1

ky n=pi'---pr.

Naslednja aritmeti¢na funkcija nima posebnega imena, a mi jo bomo potrebovali pri izreku
Chebysheva, zato je prav, da jo omenimo ze sedaj. Izberimo poljubno prastevilo p in pri vsakem
naravnem Stevilu n definirajmo vp(n) kot najvecje celo Stevilo r, za katerega velja p"|n. Naj bo
vp(n) = 0 v primeru, ko prastevilo p naravnega Stevila n ne deli.

Seveda pa poznamo mnoge bolj zapleteno definirane aritmeti¢ne funkcije. Med drugimi bomo

potrebovali Mobiousovo funkcijo
1; n=1
wu(n) = { (—=1)¥; n je produkt k razliénih prastevil
0; n deljiv s kvadratom vecjim od 1

6



3. ARITMETICNE FUNKCLJE IN OZNAKE 7

in Von Mangoldtovo funkcijo
logp; n = p* za neko prastevilo p in k > 1
A(n) = :
0; sicer.

Aritmetic¢ne funkcije najlazje seStevamo po tockah

(f +9)(n) = f(n) +g(n).

Mnozenje aritmeti¢nih funkcij definirajmo na naslednji nacin

(3.1) (f+g)n) = f(d)-g(%)

din

in ga poimenujmo Dirichletova konvolucija. Mnozica vseh aritmeti¢nih funkcij s tako definiranima
seStevanjem in mnoZenjem funkcij nam tvori t.i. Dirichletov kolobar. Hitro se lahko prepri¢amo,
da je Dirichletov kolobar komutativen kolobar z enoto §. Komutativnost takoj sledi iz zapisa

(Fxg)(n)= Y f(d
ddlf
ki je malo spremenjena formula (3.1). Za enoto je dovolj pokazati
=) f(§) = f(n),
din

kjer smo uporabili samo definicijo aritmeti¢ne funkcije d.

Dirichletov kolobar ima mnoge lepe lastnosti. Nekatere, ki so pomembne za nase nadaljne delo,
bomo tudi mi dokazali. Dogovorimo se glede zapisa. Z f * g = h bomo na kratek nacin zapisali,
da za vsak n € N velja (f * g)(n) = h(n).

Izrek 3.1. Mébiousova funkcija p in konstantna aritmeticna funkcija 1 sta inverzni si funkciji

v nasem kolobarju.
Dokaz. Radi bi pokazali naslednjo enakost
wxl=29.

Zamn =1imamo (px1)(1) =>4 p(d) = p(1) = 1.
V primeru, ko je n > 2 lahko enoli¢no zapiSemo n = pi'---p,*. Zapis m = p;---p; bomo
imenovali radikal Stevila n. Ker 2 in visji eksponenti prispevajo 0 v vsoto, velja

(nx1)(n) = u(d) =) pu(d)
dln dlm

Potem lahko nadaljujemo

Sud- Y w-% Y (-

d dip - i—0  d|
|m |p1-PK ( w(d)”:i
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Ker je m produkt k razli¢nih prastevil, obstaja natanko (]:) deliteljev stevila m, ki se dajo zapisati
kot produkt 4 razli¢nih prastevil, 0 < ¢ < k. Sledi

Ek: 2. (= Ek: (f)(—l)" = Ekj (’f) (-1 17 = (-1 ) =0,

=0 d|n =0 1=0
w(d)=t

O
Ce Von Mangoldtovo funkcijo mnozimo z konstantno funkcijo 1, dobimo logaritemsko funkcijo.

Tako imamo naslednji izrek:

Izrek 3.2. V Dirichletovem kolobarju velja
(3.2) Ax1=log.
Dokaz. Ce n = 1, potem (A *1)(1) = A(1) =0 = log 1.
Naj bo zopet n = pi* ---pi* > 2. Velja
k

k7
(Ax 1)) = S AW) = 3 S AR =Y rilogpy = logn,
din

i=1 j=1 i=1
kar smo zeleli pokazati.
O
Pomnozimo enacbo (3.2) z u. Po izreku 3.1 na levi strani ostane samo A in tako dobimo naslednjo
formulo A = p *xlog. S pomodjo te formule lahko na naraven naéin definiramo posploSeno Von
Mangoldtovo funkcijo, ki jo bomo potrebovali kasneje.

Definicija 3.3. Za poljubno naravno stevilo r lahko definiramo posploseno Von Mangoldtovo
funkcijo z naslednjo enacbo

A, = pxlog”.
Izrek 3.4. V Dirichletovem kolobarju velja
Ao = Alogn + A *A.
Dokaz. Mnozenje po totkah z logaritemsko funkcijo log(n) je odvajanje v nasem kolobarju

aritmeti¢nih funkecij. O tem si lahko ve¢ preberemo recimo v Bradi¢ [3| na strani 36. Ker smo
7e prej pokazali, da velja log = 1 % A, lahko izpeljemo

log? = log-log
= log-(1xA)
= 1x(log-A)+ (log-1) x A
= 1x(log-A) + log *A.
Potem pa velja

Ay = pxlog? = px (1% (A-log)) + p* (log*A) = A -log +A % A.
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Na zacetku poglavja smo omenili aritmeti¢no funkcijo II, ki zavzame vrednost 1, ¢e imamo
II(n)

za vsako realno Stevilo x. Funkcija m nam presteje Stevilo prastevil, ki ne presegajo nekega

opravka z naravnim Stevilom, oziroma $tevilo 0 sicer. Definirajmo funkcijo m(z) = > .

realnega x. Ze Evklid je znal pokazati, da obstaja neskon¢no prastevil. To bi lahko zapisali tudi
takole:

lim 7(x) = oco.

Tr— 00
Nasa naloga je seveda 8e tezja. Radi bi ugotovili koliko je prastevil med naravnimi Stevili. Izkaze

x
log z

veliko opravka z ocenjevanjem funkcij, zato je prav, da se v tem poglavju dogovorimo za nekaj

se, da se za zelo velika Stevila 7(x) obnaga podobno kot funkcija . Pri nagem delu bomo imeli

pojmov in oznak.

Definicija 3.5. Naj bosta f in g kompleksni funkciji spremenljivke x, definirani na neki
podmnozici realnih Stevil, ki vsebuje poljubno veliko Stevilo. Potem bomo rekli, da je funkcija f

asimptoticna funkciji g, ko gre x — oo, in pisali f ~ g, ce je

x
log x

= 1. Srecali bomo 8e naslednji oznaki:

Torej, prastevilski izrek nam pove, da je asimptoti¢na funkcija za m(z). Z drugimi besedami

7 (z) log

povedano velja lim, oo -

Definicija 3.6. Naj bosta f in g kompleksni funkciji spremenljivke x, definirani na neki
podmnoZici realnih stevil. Rekli bomo, da je funkcija f veliki O od g in pisali f(z) = O(g(z)), ce
obstaja taka konstanta C, da velja

|f(x)] < C-|g(x)| za vsak x iz definicijskega obmocja.

Za ilustracijo lahko navedemo, da je z = O(z?) za 2 > 1, saj lahko hitro najdemo tako konstanto,
recimo C = 1, ki bo zadoscala pogoju iz definicije. Toda to ne velja na malo ve¢jem obmocju,

recimo za x > 0.

Definicija 3.7. Naj bosta f in g kompleksni funkciji spremenljivke x, definirani na neki
podmnoZici realnih Stevil, ki vsebuje poljubno veliko stevilo. Rekli bomo, da je funkcija f mali o

od g, ko gre x — oo, in pisali f(z) = o(g(x)), ce velja

f) _
e g(m)

Eden najbolj preprostih primerov je zopet x = o(x?), ki je na po zapisu ¢sto podoben primeru

zgoraj, vendar se vseeno bistveno razlikuje.

Opomba 3.8. Zadnje tri definicije so malce prilagojene nasim potrebam. Bolj splosne verzije
teh definicij si lahko preberete v Apostol [2] in Bracic [3].



POGLAVIJE 4

Funkciji Chebysheva

V veliko pomo¢ pri dokazovanju prastevilskega izreka nam bosta t.i. funkciji Chebysheva.
Ime nosita po slavnem ruskem matematiku P. Chebyshevu, ki je pustil mocan pecat v teoriji
stevil. Dokazali bomo izrek z njegovim imenom, ki je ob svojem nastanku pomenil sploh prvi
dokaz na poti proti prastevilskemu izreku.

Funkciji Chebysheva sta definirani takole:

I(x) = logp

p<w
in

P(x) =Y logp.

kgz
Namen tega poglavja je pokazati, da je prastevilski izrek ekvivalenten ¥(z) ~ z, kar bomo s
pridom uporabili v zadnjem poglavju.

Opomba 4.9. Iz definicij obeh funkcij takoj sledi neenakost 9(x) < ().

Trditev 4.10. Za liho naravno Stevilo n velja

(4.1) <é> < on-1,

Za sodo naravno Stevilo n velja

(4:2) (”) -2

Dokaz. Spomnimo se binomskega izreka:

(a + b)n _ <Z> anfkbk.

Ce vstavimo a = b = 1 dobimo
" /n
4. "=
(43) » =3 (})
k=

dobimo
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Ker velja

in

< n > B n! B n!

+1 ] = 1 1\ (n—1 1

)T - SO ()

sta binomska koeficienta na levi enaka in lema za liha naravna $tevila drzi. PokaZzimo najprej,
da ¢e je n sod, je srednji binomski koeficient najvecji. Torej mora veljati:

" < " <:>k<n+1
k—1 k 2
n S n (:)k>n+1
k—1 k 2

()

Ocenimo vrednost ulomka )

in

k—1
(Z) _ kil(:ik)! _ (k=D n—k+1)! _ n—rk+1
n n!

Ulomek je vec¢ji od 1 natanko tedaj, e k < "T‘H Podobno je ulomek manjsi od 1 natanko tedaj,
ce k > "TH To dokazuje, da je za sode n srednji binomski koeficient res najvecji.
V vsoti imamo n 4 1 ¢lenov. Zdruzimo prvega in zadnjega (dve enici) in dobimo n ¢lenov,

ki so vsi manjsi od srednjega ¢lena. Sledi
n " /n
(£
2 k=0 \k

Lema 4.11. Naj bo n > 2 neko naravno Stevilo. Potem velja

H p < 4",
p<n
Dokaz. Lemo dokazemo z indukcijo po n.
Za n = 2 imamo 2 < 42, kar seveda drii.
Predpostavimo, da trditev velja za vsa naravna Stevila manjsa od n. Lo¢imo dve moznosti. Ce

je n sod in vedji od 2, potem seveda n ni prastevilo in po indukcijski predpostavki
Hp: Hp<4"*1<4".
p<n p<n—1

Ce je n lih lahko zapiS§emo n = 2m + 1 za nek m iz mnozice naravnih §tevil. Oziroma m = "T_l

Najprej razbijemo produkt na dva dela:

[Ir= 11 »- I »

p<n p<m+1 m+1<p<n
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Za prvi del uporabimo indukcijsko predpostavko. Opazimo tudi, da ¢e je p prastevilo, ki zadosca
m+1<p<n=2m+1, potem p deli produkt
(2m +1)2m(2m — 1)(2m — 2) --- (m + 2),
vendar p ne deli m!. Iz tega sledi, da p deli (m’jrl) Zato lahko zapigemo
1 n lon—1
[[p<amt < gmtlgn=1
m+1) —
p=n
kjer smo si pri zadnjem neenacaju uporabili (4.1). Nato e malce uredimo in res dobimo
4m+12n71 _ 22m+222m _ 24m+2 _ 42m+1 — 4"
O

Naslednjo trditev bomo podali brez dokaza. Dokaz trditve je elementaren in ga bralec lahko

najde v Bradic¢ [3].

Trditev 4.12. (Legendrova enakost) Naj bo n poljubno naravno stevilo in n! =[], pvr(m)
razcep Stevila n! na potence razliénih prastevil. Potem je
(1252 "
(4.4) vp(nl) = > [—k]
k=1 p
O

Trditev 4.13. Za vsako realno Stevilo x velja [2x] — 2[z] € {0, 1}.

Dokaz. Vsako realno $tevilo z lahko zapisemo v obliki x = [z] 4 a, kjer je 0 < a < 1. Sledi
2z = 2[x] + 2a. Lo¢imo dve moZnosti:

(i) 0 <a < i, dobimo [22] = 2[z],

(ii) 2 <a <1, dobimo [22] = 2[z] + 1.

Lema 4.14. Za funkciji Chebysheva veljata naslednji neenakosti:

(4.5) lim sup Vi) <log4
r—00 X

m

(4.6) lim inf () > log 2.
T—00 T

Dokaz. Prva neenakost sledi takoj iz leme 4.11.
Za dokaz druge neenakosti bomo poiskali spodnjo mejo za funkcijo ¥ (z). Naj bo n poljubno
naravno Stevilo in N = (2;;) Velja:

_(2n\ _ (n+1(n+2)---2n _ (2n)! vp((2)!)—20p (n!)
v=(3)- “tup ~ 1l 7 |

n n!

p<2n
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Ce uporabimo Legendrovo neenakost dobimo:

e CROIN )

kjer smo na koncu uporabili trditev 4.13.
S pomocjo tega, kar smo dobili in (4.2) lahko izpeljemo naslednje

log 2n
22n | | |: log p :|
<N = H vp((2n)!)—2vp (n!) < Hp ]
p<2n p<2n
Po logaritmiranju imamo
log 2
2nlog2 — log 2n < Z [ %8 n] log p = 1(2n).
log p

p<2n
Vzemimo sedaj x > 2 in n = [%} Velja 2n <z < 2n+ 2 in

P(x) > Y(2n) > 2nlog2 —log2n > (z — 2)log 2 — log x = xlog2 — log x — 2log 2.

Sledi
lim inf (@)

T—00 T

> log 2.

Pripravili smo vse potrebno za najpomembnejsi izrek tega poglavija.

Izrek 4.15. (Chebyshev) Obstajata taksni pozitivni konstanti, oznacimo ju z A in B, da velja

(4.7) Az < ¥(z) <Y(z) < 7(x)logx < Bz
za vse x > 2. Velja celo
(4.8) lim inf i) = lim inf ¥lz) = lim inf m(w)log > log 2
T—00 T T—00 T T—00 T
m
1
(4.9) lim sup M = lim sup M = lim sup w <log4
T—00 T T—00 T T—00 xT

Dokaz. Ocitno iz (4.8) in (4.9) sledi (4.7). Pokazimo, da velja
V(z) < ip(x) < 7(x)log z.
O prvi neenakosti smo se ze pogovorjali, izpeljimo Se drugo:

~ Y logp=Y" ( >y 1> log p.

pr <z p<lz “p"<zx

T log x
Ce j je p" < x in 7 naravno stevilo je r < [; Tos p

> ( . 1) logp = “ng] logp < loga = m(x)log .

p<z “p"<z p<z &P p<w

] Seveda velja tudi obratno, zato lahko nadaljujemo
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Iz zgoraj povedanega takoj sledita neenakosti

1
lim inf M < liminf M < liminf M
T—00 xT T—00 €T T—00 xT
in 9 1
lim sup ﬂ < limsup M < lim sup M‘
T—00 € T—00 x Z—00
Sedaj bomo pokazali, da velja
0 1 Y 1
lim inf @) > lim inf miw)log @ in  limsup viw) > lim sup m(z)logz x’
T—00 X Tr—00 € 200 T RS T

nato upostevali lemo 4.14 in izrek bo dokazan.
Za poljubno §tevilo 0 < § < 1 velja

ﬂ(x):Zpgxlogpz Z logp > Z logxl_‘sz(l—&)logx< Z 1) =
xl-d<p<le xl-d<p<lz 2= 0<p<z
= (1 —0)logz(n(z) — n(x'™%) > (1 — 6)w(x)log & — 1% log .

Ce delimo z x dobimo
J(z)
> -
z T z

(1-d)m(z)logz logx

Ker k;géx — 0, ko © — o0, sledi

0 1
tminf 2% > (1 — ) lim ing 1082
T—00 €T T—00
in B |
lim sup vz) > (1 —0)limsup M.
T—00 x T—00
Spomnimo se, da je bilo §tevilo 0 < § < 1 poljubno, zato
1
lim inf M > liminf w
T—00 x T—00 x
in 9 |
lim sup ﬂ > limsup w.
T—00 X T—00
O
Iz izreka Chebysheva izhaja naslednja pomembna posledica.
Posledica 4.16. Asimptoticni formuli
x
/19 Y 1 Y
(x) ~z in w(x) gz (x — 00)
sta ekvivalentns.
Dokaz. Ce predpostavimo, da obstaja limita lim,_, @ in je enaka 1, potem po izreku Cheby-

sheva sledi, da obstaja limita lim, s % in je prav tako enaka 1. Podobno sklepamo tudi

za obrat. 0
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Mertensove formule

Zdaj bomo pripravili orodja, ki jih bomo potrebovali v zadnjih dveh poglavjih. Najprej bomo
definirali vsoto aritmeti¢ne funkcije in nato dokazali Abelovo enakost, ki bo zelo uporabna pri
skoraj vseh dokazih v tem poglavju. Naslednji pomembnejsi izrek bo izrek Mertensa, ki mu bo
sledilo kar nekaj uporabnih posledic.

Izrek 5.17 (Abelova enakost). Naj bosta f(n) in g(n) aritmeticni funkciji. Definirajmo vsoto

aritmeticne funkcije

F(z)=Y_ f(n).

n<x

Ce sta a in b naravni Stevili 2 lastnostjo a < b, potem velja

b
Y fln)g(n) = F(b)g(b) - Fla)g(a +1)

n=a+1
b—1
- Y Fln)(g(n+1) - g(n)).
n=a-+1

Naj bosta x in y nenegativni realni Stevili in [y] < [z]. Ce je g(t) zvezno odvedljiva na intervalu
[y, z], potem velja

S sngn) = Fag(e) ~ Flo)alw) — [ F(0g' 00
Yy

y<n<z

Dokaz. Prvi del izreka preprosto izra¢unamo:

b b
Y flmgn) = Y
n=a+1 n=a+1
b
D

b—1
= F(n)g(n) = > F(n)g(n+1)
n=a+1 n=a
b—1
= F(b)g(b) — Fla)gla+1) = > F(n)(g(n+1) - g(n)).
n=a+1

Za drugi del uporabimo predpostavko, da je g(t) zvezno odvedljiva na intervalu [y, z]. Potem je

n+1
g(n+1) - g(n) = / § ().

15
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Ker zan <t <n+1 velja F(t) = F(n), sledi

n+1
Fo)(g(n+1) = gn) = [ Flo)g' (.

Postavimo sedaj a = [y] in b = [z], da dobimo

> fn)g(n) =

y<n<z

b—1

= F(b)g(b) — Fla)gla+1) = > F(n)(g(n+1) - g(n))

n=a+1

= F(z)g(b) — F(y)g(a+1) Z/ (9(n +1) — g(n))
n=a+1
b

= F(z)g(z) — F(y)g(y) — F(z)(g9(z) — g(b)) — F(y)(gla +1) —g(y)) — / F(t)g'(t)dt

+1
~ F@)) - Flla) - [ FOg 0

O
S pomodjo zgornjega izreka lahko izpeljemo nekaj krajsih izrekov, ki jih bomo potrebovali

pri svojem kasnejSem delu.

Izrek 5.18. Za x > 2 velja

Z log?n = zlog?z — 2zlog z + 2x + O(log® z).

n<x

Dokaz. Uporabimo Abelovo enakost za f(n) = 1in g(t) = log?t. Velja F(t) = [t] in /(t) = @.

Tukaj se dogovorimo tudi za zapis

[z] =z —{z},
pri ¢emer bomo {z} imenovali neceli del stevila x. Zdaj lahko izpeljemo:
* 2log t[t
Zlog2n = [x]log%v—/ O% Hdt
n<x 1
Tt—{tHlogt
= (z—{z})log?z — 2/ %dt
1

x €T 1
= xlog?z + O(log? x) —2/ logtdt+2/ @dt
1 1

= xlog?z — 2zlogz + 2z + O(log® z).

Izrek 5.19. Za x > 2 velja
g log? Loory O(log? z).
n

n<x
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Dokaz. Izpeljimo

Zlogzg = Z(logw—logn)2

n<lx n<lx
= Z(log2 x — 2log xlogn + log®n)
n<x
= [w]logx—?longlogn—Zlogzn

n<x n<x
= xlog?z —2logz(zlogz — x) + zlog?x — 2xlog x + 2x + O(log? z)
= 22+ O(log? z),

kjer smo zraven prejsSnjega izreka uporabili Se, da za = > 2 velja
Zlogn =zlogz — z + O(log z).
n<x
Dokaz te zadnje formule je elementaren, a malce predolg, zato smo ga izpustili. Bralec ga lahko

najde v Nathanson [1| na strani 208. O

Izrek 5.20. Za x > 1 velja
1
>~ =logay +r(x),

n<x

> {t
0<'y:1—/1 {t_Q}dt<1

kjer je

m

1
< -
(o)l <
Dokaz. Za¢nimo z oceno
0< —-dt < —dt=1
t2 t2
1 1
in zato je v € (0, 1).
Sedaj ponovno uporabimo Abelovo enakost, izrek 5.17, za f(n) = 1 in g(t) = % Potem je

F(t) =3, 1=[t]. Sledi

S = Y e

n<lx nlx

- 2y [ B

x t2
1 Tl
E S Py
X 1 t 1 t2

= logx+~v+r(x),
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7’(915):/1 %}dt—@.

T

O</ {iz}dt</ ldt:l.
1 t 1 t X

kjer je

Ocenimo Se

Izrek 5.21. Velja
p(n)
> —==0(1).
n<x

Dokaz. Po eni strani velja

n<lz d<z d<zx d<z

Lahko pa tudi izpeljemo

x
S| 5| = X S ulay =1
n<z n<z dln

saj je

> uld) = n(d) S 1= Sl
dm<z d<z ngg d<z
Dooud) =D ).
dm<z n<z dn

Ce oboje zdruzimo dobimo

mZM—i—O(aﬂ):l

d
d<z

T Z # =O(z)
d<z

iz Cesar sledi

n

> @ =0(1).
d<zx

Sedaj sledijo tako imenovani izreki Mertensa in njihove posledice.

Izrek 5.22 (Mertens). Za x > 1 velja
A
Z An) =logz + O(1)
n
n<x
n |
Z 98D _ logx + O(1).

p<z

S (@3] = X uta) - S u@{ 5§} = S uta) + o)

18
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Dokaz. Najprej dokazimo prvo oceno. Podobno kot v prejsnjem dokazu je

> Ad)

d<z n<z din n<x

Zato lahko izpeljemo

zloge —z+O(logz) = Y A(d) [ﬂ

d<z

d<z

3

d<zx

3

d<zx

3

d<zx

A(d)

d
A(d)

A(d)
d

Tako smo dobili

A(d

xlogm—x:xz

d<z

d

Enac¢bo delimo z z in imamo

A(d)

D

d<z

=logz + O(1).

Za dokaz druge ocene nadaljujemo

y A s

n<x p<lx

1
¥ e

pk<a
E>2

Zlogp

p<x

D

p<z

log p
p

log p
p(p—1)

Izrek 5.23. Za poljubno naravno Stevilo n velja

H(n
Z()

n<x

=1 1).
3 ogz + O(1)

ST

[%} - ZZA(d) = Zlogn = zlogz — z + O(log z).

X

d

)

+C§A(d){§}

+ 0(y(x))

+ O(z).

Ald) + O(z).

1
ok

o0
P

—0(1).

Dokaz. Najprej pokazimo, da je vrsta >, ., k—é konvergentna. Velja namrec

o(k)
k2

2 log k

k2
k=1

0k &
LDy

k<z k=1

< Q.
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Z uporabo izreka 5.22 bomo izpeljali

d(n Lk
Yo - LY
n<z n<z k<n
= Y Y
k<n k<n<z
1 1
- (i o))
Lk 1 Lk
=y ( )_EZ (/<:)+O<Z%>
k<z k<z k<z
— Zl°§p+0(1)
= lc:ga:+0(1).

Izrek 5.24. Obstaja taka konstanta B, da velja

1 1
Z—:loglogaz+B+O< )
P log z

p<z
Dokaz. Zapisimo Zpgx% v obliki
1 1 1
S =Y RS N fmg(n),
pﬁxp p<x pp 2<n<z
kjer je
lo8p. e j Stevil
; je n prastevilo,
s ={
0; sicer
in
(t) = ! t>1
o= log ¢ et
Definirajmo
log p
Fity=) fn)=) —=.
n<t p<t p

Potem je F'(t) = 0 za t < 2. Po Mertensovem izreku 5.22 sledi
F(t) =logt+r(t), Kkjerjer(t)=0O(1).

Zato integral

konvergira absolutno in velja
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Izra¢unajmo 8e integral f2y wlggxdx, ki ga bomo potrebovali v spodnji oceni:
Y 1 log x 1
/ dr = / —dt = loglog x — loglog 2.
9 xlogx log2 t

Sedaj lahko ob uporabi izreka 5.17 ocenimo

Z = = Y fmygn)

p<m n<x

log x + r(x) Tlogt + r(t)

= =2 — —————dt
log = 9 tlog?t

1 o1 £ t
_ 1+0< >+/ dt+/ ) 4
log = 5 tlogt o tlog“t

1 <t o)
— 1_|_0< >+log10gx—log10g2+/ T(; dt_/ T(g dt
log x o tlog“t x

1
= loglogx—i—B—i—O( >,
log

kJerJeB—1—10g10g2+f;“r(§ -dt. O

Potrebovali bomo 3e tri leme

Lema 5.25. Za x > 2 velja

Todt
/ 2 :O< x2 )
o log“t log* x

Dokaz. Razbijmo integral iz leme na dva dela:

T dt Ve dt Tt NI
2, 7, T 2, ST 2,
o logt o log“t vz logt 7 log®2  log” \/x

Sledi
Toodt x x
/2 log?t (V) <10g2x> <log2x>
saj je
1 2
lim —2-2 =0,
T—00 xT
O
Lema 5.26. Velja
1 1
Z OBPOBY _ log z + O(log log x),

=, palogpg

kjer sta p in q prastevils.
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Dokaz. Najprej pokazimo, da je

Z log plog ¢ _ Z log p Z log ¢
—~ g — P =
pg<z p<z a<s
1
= > (102 4 0)
<z p p
log p(logx — 1o lo
S g p(log gp)+0<z gp)
p<z p p<lzx p
1 log?
= logxz 6P Z 8Py O(log z)
p<z p<z p
t(n)
= log’z — - .
og“x Z - logn + O(log x)
2<n<zx
Srednji ¢len izra¢unamo s pomod&jo Abelove vsote, torej izreka 5.17. Naj bo f(n) = %L) in
g(t) = logt. Potem je F(t) = ant@ = D <t lolg)p. Sledi F(t) = 0 za t > 2 in po izreku
Mertensa
F(t) =logt+ r(t).
Ocenimo lahko
oo
t
/ mdt = O(log x).
2 t
Po izreku 5.17 velja
E x
> Whiogn = r@yge)— [ Fig
n

n<x

kjer smo upostevali

/; "= /200 M- /:o "4t = O(10g ).

Z logplogq _ Z Cxl(n) _ Z Uxl(n) 1
pqlogpg 4~ nlogn n n

n<x

Nadaljujmo z

Podobno kot zgoraj uporabimo Abelovo enakost za

_ Cxl(n)

fn)
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in

1
t) = —.
g9(t) Tog
Potem je F(t) =3, _ < % za prastevila p, q. Imamo
log pl 1 1 * Llog?t + O(log t
Ziogp °8q _ <—log2x+0(logaz)>——/ 2 98 2( g )dt
=, Pqlogpg 2 logz  Jy tlog”t

1 1 or(t)
= =1 I — —dt — dt
5 ogx + O(log ) L /2 Tog1

1 1 1
= §logx+0(loga:)+§logx+ 510g2+0(10glog:n)
= logz + O(loglog x).

Lema 5.27. Za poljubno naravno stevilo n velja

1
—— = O(logl .
;1+nlogn Ollog log )

Dokaz. Najprej opazimo, da velja
1 1
Zl—i—lo nszlo n’
n<x g n<x &
Uporabimo Abelovo enakost za f(n) = 1 in g(t) = @. Sledi F(t) =Y, ., 2 =logt+r(t), kjer

je r(t) = O(1). !

Zlogn = > f(n)g(n)

n<x

- / F(t

~ logz +r(x) _/xlogt—i—r()dt
2

log x tlog?t
1 o r(t) o r(t)
= 140 + log1 — loglog2 + / dt — / ———dt
<1 og ) o0 e o8 o tlog?t . tlog?t
= O(loglogx).
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Selbergova formula

Prvi konkretneji korak proti dokazu prastevilskega izreka je formula, ki nosi ime po Atlu
Selbergu. Namen tega poglavja je dokaz te formule. Selbeg jo je imenoval fundamentalna formula
in jo nekaj ¢asa ljubosumno skrival pred ostalimi matematiki. Vseeno je bil z njo seznanjen Erdos
in lahko trdimo, da se je Sele takrat pokazala vsa njena uporabnost.

Mnogokrat v teoriji Stevil se vsota aritmeti¢ne funkcije obnasa lepse kot funkcija sama. Tudi
v Selbergovi formuli nastopa vsota ene izmed aritmeti¢nih funkcij in sicer posplosene Von Man-
goldtove funkcije As.

Izrek 6.28 (Selbergova formula). Za x > 1 velja

(6.1) > Ag(n) = 2zlogx + O(z).

n<x

Dokaz. Najprej s pomocjo osnovnih lastnosti posplosene Von Mangoldtove funkcije As in Dirich-

letove konvolucije izpeljemo

ZAg(n) = Z,u*logz(n)

n<x n<x

= Z p(d) * log? k

dk<zx

= ) u(d) ) log?k,

d<z k<%

kjer d tece po vseh deliteljih Stevila n.
Uporabimo izrek 5.18

D As(n) = D p(d)) ] log?k,

n<x d<z k<2
x x x x

= “log? = — 2% log = + 2= log? =
Zu(d)(d og” 5 — 25 log - + d+0<og d>>
d<z

= xzu()log— log — — 2 +2x2'u()+0 Zl g2 )

d d d

d<z d<z d<z

24
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Za nadaljno oceno uporabimo izrek 5.19

Y Ao(n) = z @bgﬂlog%—z)+2mz%d)+o<21og2%)>.

nlx d<z d<z d<z
_ p(d
= Z log <log i 2) + O(x).
d<zx
S pomodjo izreka 5.20 dobimo
B u(d)  x x
ZAg(n) = x2710g3<10g3—2>+0(x)
n<lz d<z
= xzu()log£< l—'y—?—i—O( >>+O()
d m
d<z m<%
pd) | v~ L LGB
= Z 1gd - (v+2)x y logd+0()
d<z m< g d<z

Tako smo dobili dva ¢lena v izrazu na desni strani zadnje enacbe, ki ju bomo ocenili vsakega

posebej. Prvi ¢len nam da glavni del izraza na desni v Selbergovi formuli:

DI PRI L

d<z m<% dm<z

= xz Z,u log—

n<z d|n

= xlong%Z,u(d) —xZ%Zp(d)logd

nlz  dn n<z  dln

A
= gzcloguv—i—gzczﬂ

n<x

= 2zlogx + O(x),

saj je po Mertensovi formuli 5.22

Z # =zlogz + O(1).

n<x
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Drugi ¢len ocenimo s ponovno uporabo izrekov 5.20 in 5.21:

Zteg - (5 o()

d<zx d<z
(d) d
: z‘;—m—wz%om
dm<zx d<zx
= g Z,u =0(1).

O
V dokazu prastevilskega izreka bomo potrebovali Se naslednje ekvivalentne oblike prejsnjega

izreka:

Izrek 6.29 (Selbergova formula). Za x > 1 velja

(6.2) Zlog2p + Z logplog g = 2z log x + O(x),
p<z Pz
(6.3) (x )logaz—}—Zlogp 19( ) =2zlogz + O(z),
p<z
log plog q T
A4 1 ——— =2 — .
(6.4) pg;&ogp%—p;x log pq z+ O T losz

Dokaz. Po izreku 3.4 za vsak n € N velja

Z As(n) = Z A(n)logn + Z A x A(n).

n<x n<lx n<lx

Poblizje si oglejmo vsako vsoto posebej. Glede na definiranost Von Mangoldtove funkcije in
lastnosti logaritmov za vse pradtevilske potence p*, ki delijo n velja

ZA(n) logn = Z log? p*

n<x pk<z

= Zlog p—l—Zk log? p.

p<z pk<z
k>2
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V primeru, ko velja p* < 2z in k > 2, je p < v/ in zato

log x
[logp]

Z k-log’p = Z log? p Z k

pF<= p<Vz k=2
k>2
9 (logz 2
< § log p< >
log p
p<Vz

< \/E'long = O(.%'),

kjer smo uporabili

_ log 2

~ \logp/ °
Zdaj bomo izracunali Se drugo vsoto. Pisali bomo n = ww, kjer bo u tekel po vseh deliteljih
Stevila n. Velja

D AxAM) =D AwA(v).

n<lz n<x n=uv

Zaradi definicije Von Mangoldtove funkcije A nas zanimajo samo ¢leni, kjer je u potenca nekega
prastevila, prav tako mora biti tudi v potenca nekega prastevila. Torej samo ¢leni oblike n =

wv = pFql za neki prastevili p, ¢ in naravni stevili k, L.



Nadaljujemo

ZA*A(n)

n<x

6. SELBERGOVA FORMULA

= > Y AwA(v)

n<r n=uv

28

= ) logplogg

pkgl<=z
k,>1

= Zlogplogq+ Z log plogq.
P pkgl<z
k, l>1 k+l>3

S pomodjo izreka Chebysheva 4.15 bomo ocenili zadnji ¢len

> logplogg < Y logplogg+ Y logplogg

pkgl<z pk.gl<a pkql<a
k, l>1 k+l>3 k:>2 1>1 l>2 k>1
= 2 Z logplogq
pk-qlgx
k>2,1>1
= 2 Z log p Z log q
k<z l< SC
k>2 l>€
= 2 Z logp¢< >
k<z
k>2
_ O< Z xlogp)
k< p
k>2
= o Twery )
p<lx
log p
- (Zwo)
plp—1)
= O(z).

Imamo

ZA*A Zlogplogq—i—O( ).

n<x pq<lx

Uporabimo izrek 6.28 in dobimo Zeljeno

Z As(n) = Z A(n)logn + Z A xA(n)

n<lx n<x n<x
= ) log’p+ Y logplogq+ O(x)
p<z P

= 2zlogz + O(x).
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Formula (6.2) je dokazana.

Najkrajsi je dokaz (6.3). Na tem mestu se spomnimo aritmeti¢ne funkcije

logn; n je prastevilo
l(n) = :
0; sicer.

Velja

I x) :Zbgp: Zlogn

p<zx n<z

in 22 — O(1) po izreku Chebysheva 4.15.

T

7 uporabo izreka 5.17 dobimo

Zlong = Zl(n) -logn

p<z n<lx
= J(x)logx — / @dt
1t
= Y(z)logz + O(x).
Tako imamo
(6.5) Z log? p = 9(x)log x + O(x).
p<z

Izpeljimo Se

(6.6) Z10gp10gq:ZlonglongZlogp-ﬁ(%).

pq<x p<z q<% p<z

Vstavimo (6.5) in (6.6) v (6.2) in dobimo (6.3).
Naj bo sedaj f(n) = l(n)logn + [ *[l(n). Formulo (6.2) lahko s pomo¢jo (6.3) zapiSsemo v obliki

F(z) = Y f(n)
n<x
= Z(l(n)logn—i—l*l(n))
n<x
= > log’p+ Y logplogq
p<x P

= 2zlogx + O(x).
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Velja tudi F(z) =0 za x < 2. Zopet uporabimo izrek 5.17 in imamo

l(n)logn +1x1l(n
Zlogp+210gplogq = Z (n) log (n)

p<a pi<a 2<n<a logn
- Z o
S<n<ax
F(z) F(t)

2z 1 2tlogt t
_ xng+O(x)+/x og %;O()dt
log z 9 tlog“t
= 2x+ O( )
log

po lemi 5.25.
Ce je x > e, potem je

T 2x

<
logz =~ 1+logx

x x
O <Ol ——|.
<logx>_ <1+logac>
Zalgxﬁejeﬁ21ln

1 1
0< Zlogp—i— Z 0EPIoBY < log 2.

in zato

p<zx pg<lz Ingq
Sledi
logplo
x—Zlogp+Z P gq‘ = 0()
= — logpq
p<z pg<lz
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Dokaz prastevilskega izreka

V zadnjem poglavju bomo dokazali prastevilski izrek. Uporabili bomo vse, kar smo si s
trudom pripravili do sedaj.
Naj bo
R(z) =9Y(z) — =.

Pokazimo, da je dovolj dokazati R(x) = o(x).
Trditev 7.30. ¥(z) ~ z je ekvivalentno R(x) = o(x).

Dokaz.
(=)

Vemo, da je ¥(z) ~ x oziroma lim,_,

@ = 1. Zato lahko izra¢unamo

lim @: lim M: lim M— lim1=1-1=0.
r—00 I T—00 €T r—00 I T—00

To pa ravno pomeni R(z) = o(z).

(=)

Naj bo sedaj lim, . @

= 0. Potem je

Y Wx) — W x) —
i Y& _ g Y@ et Y@
Tr— 00 X xr— 00 X Tr—00 €T
kar smo ravno zeleli. O

Mi bomo torej v tem poglavju dokazali R(x) = o(x), kar pa je po zgornji trditvi enakovredno
pradtevilskemu izreku. Bolj natan¢no, pokazali bomo, da obstajata zaporedji pozitivnih realnih
stevil {0, }00 1 in {um }5°_ za kateri velja

lim 4,, =0
m—0o0
in
|R(z)| < dmz  za vsak & > up,.
Preden gremo na sam dokaz si bomo pripravili e nekaj rezultatov.
Lema 7.31. Za x > e velja
logp
(7.1) > ———— =O(loglog z).
r<e p(1 +log %)

31
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Dokaz. Vsoto po vseh prastevilih, ki so manjsa ali enaka nekemu pozitivhemu realnemu x bomo

z =z
el el—1

razbili na intervale ( | za j =1 do j = logz. Ker pa bomo sestevali le po celih stevilih

bomo vzeli vsoto do j = [log ] + 1. Torej lahko pisemo

logp [log z]+1 logp
Zp(l + log & Z Z p(1 +log 2)

p<z

Vsak interval lahko po 5.22 ocenimo na naslednji na¢in. Za vsako celo §tevilo j velja:

Z log p _ <log—+0( )>_<log§+0(1)>

x x
= logg—l—loge—logg—i-O(l)
= 14+0(1)=0(1).

Iz % < p < %5 izpeljemo

log Z < log p < log %4
logz —logel < logp < logx —logel~!
logz —j7 < log p < logzx—(j—1)
—j < logp—logz < —(j—1)
j—1 < logz—logp < j
i< 1+4lgi < j+L

Sledi

Zdaj lahko nadaljujemo

[log z]+1

log p [log z]+1 1
Z Z p(l—i—log%):O( Z ;)’

=1 Zap< =

kar pa je po 5.24 enako O(loglog x). O

Izrek 7.32. Za x > 1 velja

R@) <3
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Dokaz. Iz R(z) = ¥(z) — x dobimo ¥(z) = = + R(z) in to vstavimo v Selbergovo formulo (6.3):

2zlogz 4+ O(z) = J(x )logm—i-Zlogp 79( )

p<lzx

= G myigs s (2 (2)

p<z

1
= xlogx—i—R(x)logw—i—xZﬂ—i—ZR(%) log p

p<z p<z

= logx—i—ZR( >logp+2x-logx+x-0(1)

p<lzx

= logx—i—ZR( >logp+2x-logx+0(x)

p<lzx

Na predzadnjem koraku smo uporabili izrek 5.22. Tako dobimo
(7.2) x)logr = — ZR( >logp+0(ac).
p<x

Zdaj bomo poskusili R(x)logx izraziti Se na drug nacin.
Naj bodo p, q,r prastevila in p < z. Iz (6.4) sledi

logqlogr T T
1 =2—4+ 0| ——~ ).
Z °8q+ Z Cloggr  p + p(1+log %)

q<% qr<%

Ce zgornjo vrstico mnozimo z Zpgx log p lahko izpeljem

D logp) logq = Y logplogg

p<w q<y pg<z
logp log plog qlogr < log p
Syl e oy
= o=, logar = p(l+log )
log glogr log p
= 2x(1 O(1)) — et 1 0 _
z(logz + O(1)) Z log 4" Z; ogp + xzp(1+log£)
qr<z <z p<lx p

=qr

1 1
= 2zlogx — Z 084087 19<£> + O(xloglog ),
qr

= log qr

kjer smo v zadnji vrstici uporabili lemo 7.31. Dobili smo

1 1
Z logplog ¢ = 2x log x — Z 0847087 19<£) + O(xloglog ).

pq<w gr<z log gr ar

Spomnimo se Selbergove formule (6.2)

Zlog2p+ Z logplog g = 2z logz + O(x).

p<z pq<w
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V to Selbergovo formulo vstavimo zgornji izraz za » log plog ¢ in dobimo

pg<lz
logpl
Zlog2p = Z wﬂ( ) + O(zlog log x)
p<z pq<a 0EPd a
iz Cesar po definiciji funkcije ¢ takoj sledi
logplogq ., x
7.3 ?(x)log x = —————9(—) + O(«x loglog x).
(73) @)loga =3 “EEELy (L) 4 o )

Pz
Zdaj zamenjajmo ¥(z) z  + R(x) in imamo

log pl
Z ePo8q <£ + R(ﬁ)) + O(zloglog x)
=, logpa \ar qr

log plog q log plog q
T — + ———R + O(xloglog x).
2 pqlogpq png:m log pq (qr) ( )

(x+ R(z))logx

pq<z

Z uporabo leme 5.26 takoj dobimo

logplog q
7.4 R(x)logx = ———R + O(zloglog x).
(7.4 ()toge = 3 PR + Otrloglog 0
Pg<w
Sestejmo enacbi (7.3) in (7.4) in se spomnimo definicije ene izmed aritmeti¢nih funkcij iz drugega

poglavja. Tako dobimo

logplogq‘
2|R(x)|logx < lo ——==|R + O(z loglog x
LOIEEDS gp\ ‘ S e B+ Ot oglos
p<z pg<a
S i) RE)| + 3 L R ) 4 0 loglog x)
= — xloglog x).
logn n & 108

n<x

Morda %e ni ¢isto vidno, ampak sedaj smo ze zelo blizu cilja V enacbi

I*l(n
2 1 = log1
|R(x)|logx = ng;l Z logn H—O(w oglog )

moramo oceniti Se prvi ¢len na desni, nato pa bomo Se vse skupaj delili z 2logx. Za oceno
omenjenega izraza bomo uporabili izrek 5.17 za a = 0 in b = [z] :

S fngm) = S F(n) (g<n> —g(n+ 1)) + F(2)g((a))-

n<x n<z—1
Vzemimo e i(n)
*l(n
in
x
= |R(Z)|.
g(n) = RS

Selbergovo formulo (6.4) lahko tokrat zapiSemo v obliki

~S =3 (l(n)—i— l;;g?) = 2m+0<ﬁ>-

n<x n<x
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Ce to vstavimo v zgoraj omenjeno parcialno vsoto dobimo enacbo

19 2 (1005 )2l = 2, Croolamiegs)) (G () )
(oot o)

Tako smo zgornji izraz v bistvu razbili na tri izraze, ki jih bomo ocenili vsakega posebe;j.

7 zadnjim je najmanj dela, zato za¢nimo kar z njim.

(2 + (i) ) ()| = o

saj sta oba ¢lena v oklepaju O(x). {R([—%){ =0(1),sajjel < ﬁ < 2 za x > 1. Nadaljujmo z
naslednjim ¢lenom desnega dela enacbe (7.5).

o £ (oG-I - 2 2 () -2 2 (o))

=2 2 (7 G)) 2 2 e ()

2R(x) +2 n<

2<n<z—1

2 3 ol(n(G)) e 2 (R ()]) -2 ()] -
=22 (2(3)]) -20n() =22 (=(G)]) + oo

n<lx n
saj je zopet 1 < ﬁ < 2zax >1in zato ‘R(ﬁ)‘ =0(1).
Oceniti moramo Se drugi ¢len. Najprej poglejmo razliko

RG] = () -3 b G
() ) ()
(5) -

Oba dela razbijemo

&
38
~_
N
|

< lo(Z)-vw +E- 2
n n-+1 n n+1

_ oy z _ T +£_ T
n n—+1 n n+1

TEA TR
n n+1 n2

saj je
T x rn+x —xn x x
= = < — zan>0.

n n+l  nm+1) n?+n  n?
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2 () (G- \R@L)D ‘
< 2 () (0G) () 2 s

nlr— 1
Ker je po lemi 5.27

Zato lahko piSemo

1
————— = O(loglog z),
ngx:l n(l+logn)

bomo naprej ocenjevali le prvi del izraza. Podobno kot Ze enkrat prej bomo zamenjali spre-

menljivko po kateri seStevamo v eni izmed vsot:

3 () (0(G) -2()) -

- Z ()0 2 (i) )
= J(x)+ Z <1+?fogn_1+lzg_(:_l)>z9<%>

2<n<z—1
n n—1 T
< @)+ Y, ( — )0(—)
S<nEan1 1+logn 1+logn n
1 x
= @)+ > <7>19<—>
remTe 1+ logn n
1
= O(m—i—x <7>> = O(zloglogx),
29;_1 n(1l +logn)
po isti lemi kot zgoraj. Sedaj smo ocenili vse tri ¢lene in lahko zapigemo
2|R(x \logx<2z < ) + O(xloglog x).
n<lz
Kot smo omenili Ze prej po deljenju z 2log x dobimo Zeljeni rezultat. O

Opomba 7.33. Prejsngi izrek bi se lahko glasil tudi takole: za © > 1 velja

(7.6) [R(z)] < >

n<x

logm R(%)‘ +o().

Pred samim dokazom sledita Se dve pripravljalni lemi.

Lema 7.34. Naj bo 0 > 6 < 1. Potem obstajata Stevili co > 1 in x1(0) > 4, za kateri velja,

da ce je x > x1(0) potem obstaja naravno Stevilo n za katerega velja

<o
r<n<esx
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m
|R(n)| < dn.

Konstanta ¢y ni odvisna od 6.

Dokaz. Izrek 5.20 pravi
1
Z —=logz+vy+r(z)=logz+ O(1),
nﬁxn
kijer je |r(z)| < 1.1z tega lahko za 1 < z < 2’ izpeljemo
1 1 1
O SR S
z<n<lzx n<z’ n<lz
= loga’ +v+r(a) — (logz +v +r(z))
= logaz’ —logz +r(z") — r(x)

/
x
= 1 _ = /
og — —1(z),

kijer je |r'(z)| < 2, saj je

Po izreku 5.23 velja

n<x
in zato
R(n) d(n) —n
Z n2 n2
n<zx n<zx
I (n) 1
=2 X
n<x n<x
= logz+ O(1) — (logz + O(1))
= 0(1)
To nam da

z<n<lzx’
za vsak 1 < z < 2’. Z drugimi besedami povedano je izraz na desni strani zgornje enac¢be omejen.
Torej lahko izberemo tak ¢y > 1, da bo veljalo

R(n
y Mo

r<n<z’

€0

2

(7.7)

zavsak 1 <z < 2.
Najbo ¢ >1inp= es . Ker jex > 1 je px > ex. Izberimo tak x1(0) > 4, da bo logz < dx za
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vsak = > z1(9). Pokazali bi radi, da ¢e je z > x1(d) potem obstaja naravno Stevilo n € (x, pz]
za katerega je |[R(n)| < 6.

Loc¢imo dva primera.

(i) Predpostavimo, da je bodisi R(n) > 0 za vsako naravno Stevilo n € (x, pz| bodisi

R(n) <0 za vsako naravno stevilo n € (z, pz|. Potem velja

> AR ¥ By (S0

r<n<px r<n<pr z<n<px

Oznacimo z
R
m* = min{ﬂ;n €Enc (m,px]}.
n

Spomnimo se kako smo izbrali ¢y v (7.7). Sedaj lahko nadaljujemo

\Y
3
S

> am
)
Sledi
0<m*<3d.
Ker obstaja naravno $tevilo n € (x, pz| z lastnostjo @ =m* je |R(n)| < on.

Recimo, da obstajata dve naravni Stevili na intervalu (z, px] za kateri velja R(n — 1) #
R(n)in Rin—1)R(n) <0.Izn—1>z > z1(6) > 4 sledi n > 6. Po drugi strani za

vsako naravno Stevilo n > 2 velja
R(n)—R(n—1) = d(n)—dn-1)—-1

= Zlogp— Z logp—1

p<n p<n—1

logn — 1; ce je n prastevilo

—1; sicer.
Ce je R(n) < R(n —1), potem je razlika R(n) — R(n — 1), zaradi velikosti n—ja, enaka
—1. Ker pa velja tudi R(n) <0 < R(n—1), je |[R(n)| <1 <logn < dn, kar smo Zzeleli.
Podobno, ¢e je R(n — 1) < R(n), sledi R(n —1) <0< R(n) in

0<R(n) <R(n)—Rn-—1)=logn—1<logn < on.
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Prepricali smo se, da v vseh primerih obstaja naravno $tevilo n € (z, px|, z lastnostjo
|R(n)| < dn.
]

Lema 7.35. Naj bo ¢y > 1 Stevilo, ki smo ga skonstruirali v lemi 7.834 in naj bo 0 < 6 < 1.
Potem obstaja tako Stevilo x2(0), da v primeru, ko je x > x2(0) interval (w,ecTOx] vsebuje tak
podinterval (y,e%oy], da velja

|R(t)| < 46t
za vsak t € (y,ecTOy].

Dokaz. Zopet uporabimo Selbergovo formulo (6.4). Za x > 1 velja

log plog q T
1 —— =2 =2r+ 0| —— ).
> logp+ ) 740\ T oez
S pomodjo te formule lahko za 1 < u < t izpeljemo

0 < > logp

u<p<t
logplo
<Y e Y AL
=, <. logpg
p< u<p<t

t U
= 2 —  )-2w-0(——
+O<1+10g75) " O<1+logu>

t
fr 2 — _
(t u)+0<1+10gt>’

ker je funkcija l++ogt narasc¢ajoca za t > 1. Velja pa tudi

> logp=9(t) — 9(u) = R(t) +t — R(u) —u =1t — u+ R(t) — R(u).

u<p<t

Iz obojega lahko zapiSemo neenakost

—(t—u) < R(t) — R(u) gt—u+o<#logt>.

Seveda za 1 < u <t takoj sledi

t t
_ <f_ ) <¢t= — ).
|R(t) — R(u)| <t u+0<1+logt> <t u+0<logt>
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éeje1<t§u§2t,potem

[R(t) = R(u)l

IN

u—t+0——
1+ logu

2t
< Jt—ul+0[ ———
1+ log 2t
t
< |t— o — ).
< Jt—ul+ <logt>

Mi bomo potrebovali posebni primer, ko je u > 4 in % <u<t:

(78) R()| < |R@) + ]t —ul + O(é)

Po lemi 7.34 obstaja tako Stevilo ¢g > 1, daza 0 < J < 1in x > x1(d) > 4 obstaja naravno

Stevilo
<0

n e (r,es
in
|R(n)| < on.

Ce je t realno stevilo iz intervala [%,2n], potem % <n < 2t. Ker pa jen > x > 4 imamo

n T log
1 >log(=) > log(=) > .
ogt 2> log(3) > log(5) =2 —
Nato lahko ocenimo
t
R(t < |R t— o —
ROI < RO+l 0l + 0 o)

< 5n+yt—ny+o< t )

log =
B t

n log =
— t<25—|— 3—1‘+0< L >>
n log x

C2
+ log$>, za neko konstanto cs.

-1

Kar pomeni, da je t<25 +

t
n

|8

Za 2 > 25(6) = max(z1(5), e T je
R()] < t<35+ ‘% - 1‘)

Izberimo ¢, da bo veljalo
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Potem je t € (5,2n), saj je e < e < 2.

éeje%Zl,potemje %—1 :%—1§eg—1<5,sajjeeg<1+6za0<5<1.

Cv?epaje%< 1, potem je ‘%—H = 1—% <l-e3<es—1<06. Ker je v obeh primerih
!%—1‘ < ¢ imamo
|R(t)| < 46t.

Sedaj definirajmo Stevilo y na naslednji nacin.
Ce je ein < e%ox, naj bo y =n.

Ce pa je e3n > ecTOx, naj bo y = e~ 3n. V drugem primeru sledi

Yy = e_%n = 6_6+%TL >e 0. eCTO ST = eCTO_‘Sx,
ker je @ >co > 1> 0.
V obeh primerih velja
(v,€7y] C (a,e 7 a]
in
|R(t)| < 46t
za vsak t € (y, e%y]. O

Konéno smo se dokopali do samega prastevilskega izreka.
Izrek 7.36 (Prastevilski izrek). Za Chebyshevo funkcijo 9(x) velja
Hx) ~ x,
ko posljemo x — oo.

Dokaz. Po lemi 4.11 in lemi 4.14 sledita naslednji neenakosti

R 0

limsupﬂ = limsupﬂ —1<logd—-1<0,4
—00 x T—00 x

in

liminfM = liminfM —1>log2—-1< —0,4.

r—00 xX T—00 xr

| R ()|

~— omejena oziroma celo

Kar pomeni, da je funkcija

lim M < 0,4.
x

Tr—0Q0
Torej obstajata stevili M in wuy, da je
|R(z)| < Mz zavsak z >1
in

|R(x)| < 61z za vsak z > g,
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kjer je 01 = 0,4.
Naga naloga bo induktivno skonstruirati taksni zaporedji realnih stevil {0,,}5°_; in {e,,}2°_;, da

bo veljalo
51 > 52 > 53 s
in
(7.9) lim &, =0.
m—0o0

Naj bo m > 1 in recimo, da smo Ze dolo¢ili §,,. Naj bo ¢q §tevilo iz leme 7.34. Izberimo &,,, da

bo veljalo 0 < g, < % in
2

O
(1 +6’")<1 N 256c0> <1

Zdaj definirajmo

52
. m = m 1 - =0 6m
(7 ].0) 1) +1 (1 + € ) ( 25660)

Zagotovo velja 0 < b1 < Oy
V naslednjem delu dokaza bomo pokazali, da za vsak m obstaja tako Stevilo u,,, da velja

(7.11) |R(z)| < dpmx  za vsak x> uy,.

Pokazimo, da je to res dovolj za dokaz prastevilskega izreka. Zaporedje {6,,}5°_; je strogo
padajoce zaporedje pozitivnih realnih Stevil. Vemo, da imajo taka zaporedja limito in da je ta
limita nenegativno $tevilo, oznac¢imo ga z § < 1. S pomocjo leme 7.9 in leme 7.10 sledi

. . %,
Jim o =t (1) (1= g5 o

2
0 = (1- d )
25660

|R(z)|

Kar pa pomeni, da je za velike m— je poljubno majhno pozitivno $tevilo oziroma R(x) =
o(x).

Preostane nam $e konstrukcija stevila u,,. Tudi to Stevilo bomo dolo¢ili induktivno. Na zacetku
dokaza smo Ze videli, da obstaja uj, da velja |R(z)| < d ;&  za vsak & > uy. Pa recimo, da smo
ze nasli u,,. Pokazali bi radi, da obstaja u,,11, da velja |R(x)| < dpp1x za vsak & > upyy1.

Definirajmo o/, = o

— 9w ip = eim, Naj bo x2(d!,) stevilo konstruirano v lemi 7.35 in naj bo
8 P m

x3(m) = max(z2(8'm), um).
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Ce je > x3(m) > x9(8'm), potem po lemi 7.35 vsak interval (x, pz] vsebuje tak podinterval

R
IR(t)| < 40/ ¢ = mC

x
z3(m

S . . : .
za vsak t € (y,e2 y]. Naj bo nato k najvecje celo stevilo, da velja p* < 3 Izpeljemo lahko

T

log —7—

log p
o= —20 L oa
ogp T (1)
o log —F—~
= L mt g o)
€o
_ Oy logz &), logzz(m) Lo
€o €o
Om log x
< O(1).
B 860 ( )

S pomodjo izreka 7.32 ocenimo

@ < s SR (7)o

<z
1 T 1
- logxz R(E)'—i_logaﬂ Z

n<pk pk<n<zx
1 T T
= Rl Z
log « Z <n)‘+logaﬂ Z

n<pk pk<n<z

T
Rl Z
<n> ‘ + o(x)
R(L)|+ow@)
— o(x
n
Sedaj uporabimo zacetek dokaza, ko smo ugotovili, da obstaja tako Stevilo M, da velja

(5) 3

n
za vsak = > 1 oziroma x > n. Tako lahko nadaljujemo

<M£:M1'
n

1 x x 1
R = — —
[R()] log x Z R<n> +logx Z R<n>‘+0(x)
n<pk pk<n<zx
1 T Mz 1
Rl Z ht
log « Z <n) * log Z n +olz)
n<pk pk<n<z
1 x
Rl Z
log x Z <n> +olz),
n<pk

kjer smo za oceno Y % uporabili izrek 5.20.

k
pr<n<z
V naslednjem delu dokaza bomo poskusali oceniti Se prvi ¢len na desni strani zgornje neenakosti.
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Zalgngpkje

x _x
EZE > x3(m) > um
iz Cesar sledi
(7.12) ‘R<£>‘ 5.
n n

po predpostavki za .
Za j=1,...,k imamo

x x

ﬁ > E > x3(m) > $2(5;n)

S
in zato po lemi 7.35 interval (%, pjwq] vsebuje tak podinterval I; = (y;,e™2 y;], da velja
R

(7.13) R(t)| < 40,,t = - 7 vsak t € I;.

S pomod¢jo neenakosti (7.12) in (7.13) lahko ocenimo

LG P>

ne(pi=1,p] ne(pI = pI\I;

< O Z %—F%sz%

B(5)+ %

nte

ne(pi=1,p7\I; nelj
1 OmT 1
ST VIR ST SRR SR
ne(pi—1,p7] nel; nel;
1 Sz 1
- 5 2_om¥ N L
m¥ Z n 2 Z n
ne(pi=1,pi] nel;

Tako lahko nadaljujemo

R<%>‘ ~ R(m)+zk: >

J=1ne(pi=1,pi]

b 1 6,z 1

IN
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Za prvi ¢len uporabimo izrek 5.20

1 1
Om T Z ~= dmz(log pk +O<E>

n<pk
= 6mxklogp+0<5mx>
ok
- 6mx#lgp+0<5mm>
log p pF

= Oprlogx — dpxlogas(m) + O(%)

= Ipzlogz + O(x).

Tudi za drugi ¢len si pomagamo z istim izrekom. Iz
5 .
1 1 1 o
Slooy lowtuio(l) -t of2)
n n Yj Ys 2 T
nEIj S
ne(ije i y]]
sledi
k k .
1 ko), o’
- = 0
X - ero(xf)

j=1nel;

Om (5’” logz | 0(1)> +0(1)

2 800
62, log x
= o(1
128¢ +0@),

pri ¢emer smo s pomodcjo formule za vsoto vrste ocenili

k .
Pt -1 _20f 2
2% T2 e S 0w

Tako imamo
k
ST 1 53xlogx
—_— O(x).
2 Z::Z; 2560, | O

Nadaljujemo

(]
S
N

63 xlogx
1 _ [ Im” o
(Omaxlogx 4+ O(x)) < 956¢0 + O(m))

52
= (1-—=-"2")§,zl .
< 25600> rlogz +0(z)

45
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Pripravili smo vse potrebno za oceno

[R@)| < 1051;95 3 ‘R<%>‘+0(9€)
n<pk

52
= (1-—m .
< 55600 > Imx + o(x)

Zdaj izberimo dovolj velik uy,11, da za vsak © > uy,41 velja

52
o(z) < em <1 - 25660>5mx.

Potem je
52

1 m) 1 ——== mL = Om .

R@) < (14 2n) (1= g )b = B

Indukcija po m je kon¢ana in s tem je prastevilski izrek dokazan. O
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