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1.UVOD

Seminarska naloga ni neposredno s podro&ja kriptografije ali racunalniSke varnosti, temvec

spada bolj na podrogje (algoritmiéne) teorije §tevil oz. oZje transcendentne teorije Stevil,

seveda pa obstaja moZnost njene uporabe tudi na omenjenem podrodju. Lep primer uporabe

hitrega odkrivanja potenc pradtevil bi bila na primer kriptoanaliza z znanim tajnopisom, kjer

vemo, da je bil za enkripcijo uporabljen nek »potenéni« algoritem (npr.RSA). Z uporabo

algoritma za razbijanje popolnih potenc nam namre¢ lahko v tem primeru uspe poiskati

¢istopis in s pomodgjo tega nadalje tudi razbiti kriptosistem (t.j. poiskati vrednost privatnega

kljuca).

V uvodu bom najprej opisal posamezne dele seminarske naloge, takoj zatem pa razjasnil oz.

definiral nekaj osnovnih pojmov iz transcendentne teorije Stevil, ki so bistveni za razumevanje

vsebine naloge, kot so :

e transcendentna Stevila

e popolne potence

e algoritmi za odkrivanje, razbijanje (dekompozicijo) in razvr§¢anje (klasifikacijo) popolnih
potenc (iskanje takSnega algoritma je problem, ki sem si ga zastavil in tudi tema te
seminarske naloge)

V jedru naloge bom predstavil Loxtonov izrek o linearnih formah in Bernsteinovo aplikacijo

tega izreka :

e za postavitev meje Stevila popolnih potenc v nekem kratkem intervalu (Loxton)

e zaanalizo funkcije F(n) - funkcijo, ki opredeljuje Casovne zahtevnosti algoritma za
odkrivanje popolnih potenc

temu pa bo sledil opis reSevanja problema, s katerim sem se ukvarjal :

e poizkus uporabe Loxtonovega izreka o linearnih formah

e naiven pristop k re§evanju problema (logaritmiranje in razvoj v Taylorjevo vrsto -
prednosti/pomanjkljivosti, poenostavitev problema s priblizkom ovrednotenja logaritmov)

e Bernsteinova aplikacija Loxtonovega izreka in ¢asovna zahtevnost tega algoritma
(osnutek algoritma za resitev problema)

Torej najprej nekaj besed o transcendentnih Stevilih. Beseda transcendenten v naSem
besednjaku ni ravno pogosta, pomeni pa nekaj nenavadnega, abstraktnega, lahko tudi
metafizi¢nega, nadnaravnega, kar nekako Ze daje slutiti, da gre za neka posebna Stevila.
Matemati¢na analiza pa realna Stevila, kot vemo deli na racionalna - to so vsa cela in vsa
ulomljena $tevila in iracionalna $tevila - slednja lahko izrazimo z neperiodi¢nim neskon¢nim
decimalnim ulomkom. Ce si iracionalna §tevila ogledamo podrobneje, spadajo mednje ne celi
realni koreni polinomov s celimi koeficienti; taka $tevila imenujemo algebraine
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iracionalnosti (preprost primer algebraiénih iracionalnosti so koreni binomskih enacb x"-a=0

ali &tevila oblike Ya , & niso racionalna); iracionalna $tevila, ki niso algebraiCne
iracionalnosti , imenujemo transcendentna $tevila; k njim spadajo 7, e, desetiski logaritmi

celih $tevil (razen oblike 10" ), vedina vrednosti trigonometri¢nih funkeij kota, ki je enak
celemu Stevilu stopinj...
Neko naravno $tevilo n>1 je popolna potenca, &e obstajajo taka naravna Stevila x in k> 1, za

katera velja n = X K . Pri tem hitro lahko vidimo, da velja k <logp nin da je najmanjsi k
prastevilo.

V zvezi s popolnimi potencami lo¢imo nekako tri vrste algoritmov. Ti so : algoritmi za
odkrivanje, razbijanje (dekompozicijo) in razvr¢anje (klasifikacijo) popolnih potenc.

Algoritem za odkrivanje popolnih potenc je algoritem, ki za podano naravno Stevilo n>/ ,)
ugotovi, ali 7 je popolna potenca ali ne. Algoritem za razbijanje popolnih potenc mora B

storiti nekaj ved: &e je n popolna potenca, poiste x in k>, tako da velja n = x k . Algoritem
za Klasifikacijo popolnih potenc pa stori vse, kar se od teh algoritmov pricakuje : t.j. zapiSe

n v obliki XX, kier je k najvedii.

Motivacija za implementacijo tovrstnih algoritmov pa je v tem, da preden poizkuSamo razbiti
Stevilo na prafaktorje, bi se morali preprigati da n ni popolna potenca ali vsaj potenca
pradtevila, detudi metoda za preverjanje potence ni najhitrejSa.

2. TRANSCENDENTNE METODE

Stevila xg,...,x, so multiplikativno odvisna, ¢e obstajajo naravna Stevila ay,...,a,, ki niso vsa

. . a a
enaka ni¢, tako da velja XOO cexp! =1,

Pa si sedaj oglejmo Loxtonov izrek o linearnih formah. Zato najprej definirajmo 3e viSino
nenitelnega racionalnega $tevila o, kot H(a)=max {|i, |j|}, pri €emer privzamemo da je o=l
Ze okraj¥an ulomek. Visina 0 je 0.

Loxtonov izrek je posplositev Bakerjevega izreka, ki trdi da neniCelna linearna forma
logaritmov ne more biti poljubno blizu 0 oz. kateremukoli algebrajskemu Stevilu, na vec
neodvisnih linearnih formah v isti mnoZici logaritmov. Ce njegov izrek zapigemo za d=1,
dobimo naslednjo pomozno trditev.

Trditev: Izberi nek ¢ > 1,n > 1. Naj bodo «ay,..., o, multiplikativno neodvisna pozitivna

A1 A2 - Pin
racionalna Stevila. Naj bo ﬂ2:1 ﬂ22 ﬂ2:n matrika racionalnih stevil ranga C.
Lt ,[{32 ... jpen



Doloci Ai>4 in B>4 tako, da je H(cy)<A; in H(fy) <B. Zapisi £2=(log A})... (log A4,) ter
M| A1 P2 - Pin||loge
A2| |21 B2 - Pon||loge
Ap L1 K2 ... pen| logap
Potem obstaja nek i, tako da je IA,'} > exp(-(1 6n)200n(QI()gQ)1/C log BQ) ; torej neka

kombinacija neodvisnih (nenicelnih) linearnih form v isti mnoZici logaritmov ne more biti
poljubno blizu 0.

Bernstein je v svojem delu uporabil Loxtonov izrek za dosego naslednjih dveh rezultatov:

e postavil je mejo za $tevilo popolnih potenc v nekem kratkem intervalu,
e napravil je analizo funkcije F(n) - funkcije, ki opredeljuje ¢asovno zahtevnost algoritma za
odkrivanje popolnih potenc.

Pa si poglejmo podrobneje vsako od aplikacij posebej, saj sta oba rezultata pomembna za
reSevanje naSega problema.

2.1 POTENCE V KRATKIH INTERVALIH

Motivacija za posebno obravnavo potenc v kratkih intervalih je v tem, da se na podlagi moci
mnozice popolnih potenc znamo odloéiti, kdaj iskati potence ro¢no in kdaj algoritemsko.
Bernstein trdi, da nek kratek interval [a,b] ne more vsebovati mnogo popolnih potenc.

Pri tem v resnici teje Stevilo takih eksponentov £, da je neka k-ta potenca ravno na intervalu
[a,b], trditev pa nasloni na dve pomoZni trditvi, od katerih prva pravi, da lahko obstaja le malo
»velikih« eksponentov &, druga pa podaja zgornjo mejo za Stevilo eksponentov £, kjer je k
prastevilo.

Obe pomozni trditvi navajam tu brez dokaza:
Lema 1: Izberimo nek interval [a,b], kjer velja 1 < b/e < a < b. Doloci celo Stevilo C21 in

logh
K4 tako, da velja K > (16)200C — o5 IZZ 573 (logb)C((C + Nloglogb)? in

logb
—loglog(b / a)
Naj bo S mnoZica vseh celoStevilcnih parov (x,k), kjer je xFefab], x4, k>K. Potem velja:
|S| < C +logp Cl+Clogologo b.=

K > (16¢)200C (1og6CC +(2C + )loglogb)2.

Lema 2: Izberi n>exp exp 1000. Postavi u=log log 2n. Doloci v tako, da bo 1 <v <logs n.
Naj bo S mnoZica takih prastevil k, da je k-ta potenca nekega Stevila na intervalu

[n-n8 et n7. Potem je |S] < 3vu® exp(304/ulog 2.56u) .o

Dokaza obeh pomoznih trditev sta precej obseZna in ju lahko najlaZje dokaZemo z uporabo
Loxtonovega izreka o linearnih formah logaritmov, zato ju opu$¢am. Namesto njiju se raje
seznanimo z algoritmom za odkrivanje popolnih potenc in njegovo ¢asovno zahtevnostjo.



2.2 ANALIZA FUNKCIJE F(N)

Zapisal bom algoritem X za preverjanje, &e je neko Stevilo popolna potenca in ga opisal. Za
funkcijo F(n), ki bo postavljala zgornjo mejo &asovne zahtevnosti tega algoritma. Taka ocena
nam bo namre¢ povedala, kako potraten je algoritem X glede na velikost problema.

Poglejmo si najprej, kako preveriti za podani n, ¢e je popolna potenca. To storimo tako, da
preverimo za vsa prastevila p<logyn, Ce je n p-ta potenca.

Algoritem X: Za podani n>2 in zapis n-ja kot popolne potence, Ce je to mogoce: Najprej
postavi f= Zlogg,?n /

1. Izracunaj y < exp( In(n)/(3 +|_f/2—| ))

2. Zavsako prastevilo p< f:

3. Uporabi algoritem K za (n,p,y); naj bo x rezultat

4. Ce je x>0 izpisi (x,p) in konéaj

5. Izpisi (n,1)

Pri tem smo za preverjanje, ali je n p-ta potenca uporabili algoritem K, y pa nam sluzi kot
vnaprej izradunani priblizek za n’!. Ideja delovanja algoritma K je v tem, da izraduna realni
priblizek r za n'*, recimo | n'*-r|<1/4. Potem pa, &e je r znotraj 1/4 okoli celega $tevila x,
preveri s pomogjo algoritma C, e je x"=n. Algoritem C bi to lahko napravil enostavno tako,
da bi potenciral x, vendar ker bi bilo to prezamudno, to napravi tako, da izratuna le prvih
nekaj $tevil potence in takoj ko pride do razli¢nega $tevila vrne predznak razlike xn.
Algoritem K nam izpiSe n'’* e n je k-ta potenca in 0, &e to ni.

Trditev: Algoritem X deluje pravilno, t.j. zapise n kot popolno potenco, Ce je to mogoce.
Dokaz: Prepri¢ajmo se sedaj v pravﬂnost delovanja algoritma X tako, da postavimo invarianto
algoritma y(1-2" 37 1)<n< y(1+2° 37p] ). Prvi korak algoritma invarianti zado3¢a, algoritem K v
3. koraku nam jo ohranja, saj ne spreminja parametrov y,£,p,n in kon¢no, e se algoritem X v
4. koraku ustavi, potem je x*=n. =

Cas, ki ga potrebuje za klasifikacijo popolmh potenc algoritem v [2] je log n; v povpredju, pri
razumnih predpostavkah pa potrebuje Cas log? n/log’log n. Izvajalni &as algoritma X je precej
boljdi, saj je v osnovi linearen v log » z uporabo hitrega mnoZenja. Dokaz uporablja
transcendentno teorijo §tevil in ga bom podal v nadaljevanju, sedaj pa Se nekaj o algoritmu X
samem. Algoritem ni nov in je bil Ze zapisan v npr [3, poglavije 2.4], toda bistvo algoritma je
v podrobnostih: b1ez dobre metode za izradun n'* (t.j. exp( In(n)/(3 +/}’/2 /)))in za
preverjanje ali je X %=y, algoritem X sploh ni zanimiv. Avtorji [3] pravijo, da se da prihraniti
gas z dodajanjem vrste testov k algoritmu X. Nekatere variante tega algoritma so tudi opustili
[4, stran 38] (»To je ocitno popolnoma neucinkovito«) in [2].

Za oznalevanje pradtevil p<fje Bernstein uporabil Eratostenovo sito, najboljsi vrstni red
preverjanja v algoritmu X pa je po njegovem mnenju odvisen od porazdelitve vhoda; npr. ¢e
bo vhodni vir zelo verjetno ustvarjal 37-te potence, potem naj se izvaja najprej s p=37.

S tem sem zakljuéil opis algoritma X in se lahko osredoto&im na &asovno zahtevnost algoritma
za klasifikacijo popolnih potenc. Definirajmo sedaj funkcijo

Fn)=  Y(logp p)-max{llogp n - d(n,(round(n"PYP)}, za n=2, ket je p prastevilo
2<p<logo n

in round(f) pomeni celo $tevilo znotraj intervala 1/2 okrog 7.



S seStevanjem ¢asovnih zahtevnosti algoritmov K in C lahko izra¢unamo ¢asovno zahtevnost
algoritma X, ki jo zapi$imo v obliki naslednje pomoZne trditve.

Lema 3: Postavi f=/log:2n /
Za n=>2 algoritem X porabi najvec (8F (n)+6ﬂlog21 6f. f ) O(Zf+llog2] 28f _/ M-casa. =

Preveriti se da, da algoritem ne porabi dosti ne-M-¢asa, zato algoritem X zahteva v bistvu
linearen &as v F(n)+log n, ob zagotovilu, da uporablja algoritem za hitro mnozenje. Ker pa je
F(#) v bistvu linearen v log #, je celotna &asovna zahtevnost algoritma X v bistvu linearna v
log n. Da je to res, nam pove naslednja pomozna trditev, ki postavlja zgornjo mejo za
funkcijo F(n).

Lemad: Doloci n>exp exp 1000. Postavi u=log log 2n.
Potem je F(n) < (lgn-lglgn)(1+ 3u3 -exp(304/ulog2.56u)ig(4lgn)) .-

Iz dasovne zahtevnosti algoritma X pa zlahka izradunamo ¢asovno zahtevnost algoritma za
klasifikacijo popolnih potenc (PPC). Pa si oglejmo PPC algoritem, ki je rekurziven algoritem
in nato poi¥¢imo $e njegovo &asovno zahtevnost z ozirom na zahtevnost algoritma X.

PPC algoritem:Podan imamo n>2, izpiSe (x,k), ¢e velja (1) x=nin (2) x ni popolna potenca :
1. Uporabi algoritem X nad »; naj bo (x, p) rezultat

2. Ceje (x,p)=(n,1), izpidi (n,1) in konéaj.

3. (2<x<n) Uporabi algoritem PPC nad x; naj bo (c,k) rezultat.

4. Izpisi (c,kp).

Ce oznadimo zgornjo mejo &asa, ki ga porabi algoritem X za n>2 s T(n), lahko kot Ze redeno
vzamemo za T(n)elogyn, ob uporabi hitrega mnoZenja. Definirajmo

U(n)=max {T(m)/logam:m<n}logon za n>2. Sedaj je T(m)/logam € (logzm)o(l) za m>2, tako da
je Um)/logon € (logan)*V za n>3. Odtod sledi U(r) e (logan)* !, Sedaj moramo samo e
dokazati, da je €asovna zahtevnost PPC algoritma kve&jemu 2U(x) in smo s tem pokazali,
da obstaja algoritem za klasifikacijo popolnih potenc, ki potrebuje kve¢jemu ¢as (lo g;_n)”o(l).

Korak 1 zahteva kvegjemu &as T(n). Ce  je popolna potenca, potem se PPC algoritem klice
rekurzivno; po indukciji to zahteva kvedjemu 2U(x) ¢asa. Celotna ¢asovna zahtevnost
algoritma je torej kve&jemu T(n)+2U(x) <U(n)+pU(x) <2U(n). Pri tem smo uporabili dejstvo,
da je pU(x) <U(n) (e je n=x), kar sledi iz dejstva da je U(n)/logon nepadajoca funkcija n-ja,
tako da je pU(x) / logox < pU®m)/logon = pU®m)/plogox = U(wm)/ logax.



3. PROBLEM IN NJEGOVO RESEVANJE

V tem razdelku bom skugal podati opis reSevanja naslednjega problema:
»Za dana naravna §tevila a,b,c,i,j, kv polinomskem casu odloci, ce je ab<c «

Ali se za reitev tega problema lahko uporabi Bernsteinovo aplikacijo Loxtonovega izreka o
linearnih formah pri logaritmih ?
Za reSevanje problema sem preizkusil naslednje pristope:

1.poizkus uporabe Loxtonovega izreka o linearnih formah

2.naiven pristop k reSevanju problema (logaritmiranje in razvoj v Taylorjevo vrsto -
prednosti/pomanjkljivosti, poenostavitev problema s priblizZkom ovrednotenja logaritmov)
3.Bernsteinova aplikacija Loxtonovega izreka in ¢asovna zahtevnost tega algoritma
(pisanje algoritma za re§itev problema)

Pa si sedaj poglejmo vsakega od njih pobliZe:

3.1. Loxtonov izrek

Opraviti imamo z neenacbo a'b/'<c*, katere obe strani najprej logaritmiramo, tako dobimo :
log a't/'< log ", ker je log nepadajoca funkcija in odtod
log ' +log ¥ <log ", oz. 8¢ prenesemo vse na levo stran, ter vzamemo njeno
absolutno vrednost
lilog a+ jlog b -klog c| > 0

Pojdimo sedaj po Loxtonovem izreku za linearno formo pri logaritmih :

dolog¢imo c=1, n=3. Ker so a,b,c naravna §tevila, so tudi multiplikativno neodvisna pozitivna
racionalna §tevila in zato lahko zapiS§emo a;=a, a;=b in az=c ter zapiS§imo matriko ranga 1
racionalnih (pravzaprav celih) Stevil, tako da ustreza nasi logaritemski formi :

[i j - k] , torej velja Q, je r-ti eksponent iz mnoZice eksponentov, ki nastopajo v neenacbi
{i,j,-k} - pazi eksponenti na desni strani nastopajo z nasprotnim predznakom.

Dolo¢imo sedaj 4>4 in B>4 tako, da bodo visine H(ay)< A;in H(2,)<B. Ce izberemo
A=max{4,a}, A7=max{4,b}, A7=max{4,c} in B=max{4,i,k}, vrednosti zado§€ajo pogojem.
Zapigimo sedaj Q=(log 4;)(log 42)(log A3). Potem velja, ker obstaja le ena vrstica, da je

lilog a+ jlog b -klog c|>exp(-(48)600§210g QlogBQ).

Na Zalost pa nam absolutna vrednost razlike pri nasi odlo€itvi prav ni¢ ne pomaga, saj
pravzaprav potrebujemo le predznak, torej sgn A1 = sgn(ilog a+ jlog b - klog ¢), ki je povezan
z nago odloditvijo o neenadbi takole: sgn A; = 0 ali sgn A; = +1=> neenacba ne drZi, ter

sgn A; = -1=> neenatba drZi. Torej se Loxtonovega izreka ne da uporabiti neposredno.
Poizkusimo Se kak drug pristop.



3.2. Taylorieva vrsta

Drugi pristop, ki sem ga ubral je preprosto preverjanje vrednosti logaritmirane neenaébe
ilog a+ jlog b < klog c, kar ustreza naSemu problemu oz. odlo¢itvi, ob uposdtevanju da je log
nepadajoca funkcija. Pri tem sem vrednost log izra¢unal z razvojem logaritemske funkcije v
potencno (t.j. Taylorjevo) vrsto, ki je konvergenéna za vsa naravna §tevila in se glasi
+00 (x — 1)2i +1
Inx=2 2 57 Seveda se izraéun vrednosti vrste dogaja samo do dolocene
i=0 (2i +1)-(x +1)
meje N, ki je odvisna od natan¢nosti € izraéuna vrednosti potenéne vrste, tako da velja

+00 (X _ 1)2I+1
577 <€ Da je vrednost te vrste res lahko poljubno majhna, ¢e le

i=N+1(2i +1)-(x +1)
vzamemo dovolj velik N, se lahko prepri¢amo, ¢e se prepri¢amo v konvergenco te vrste. Ker
pa je ta vrsta ravno enaka razvoju funkcije Arth((x-1)/(x+1)) v vrsto, ki konvergira povsod,
velja po definiciji konvergence, da je dovolj pozen preostanek vrste res lahko poljubno
majhen. Ce sedaj zapi$emo algoritem, ki uporablja hitro mnoZenje, lahko tudi za velika
naravna §tevila a,b,¢,i,j,k <n hitro (v polinomskem ¢asu) odlo¢imo Zeleno neenacbo; t.].
dolo¢imo predznak funkcije ilog a+ jlog b -klog c. Da gre res za polinomski éas vemo zato,
ker moramo za izracun log funkcij 3x ovrednotiti polinom stopnje N (kjer koeficiente
ra¢unamo sproti), preostanejo pa le $e 3 operacije mnoZenja in seStevanja.

Prednosti tega pristopa so v tem, da je izra¢un hitro opravljen, da ni zapleten in je preprost oz.
zelo nazoren. Pomanjkljivosti tega pristopa pa so v tem, da nimamo eksplicitno podane meje
N, do katere se nam ob podani natanénosti »splada« razvijati vrsto, pa¢ pa se moramo
zadovoljiti s tem, da ko je trenutni ¢len dovolj majhen, potrebujemo vedno ve¢ (ogromno)
¢lenov vsote za isti prirastek. Razvoj vseh treh vrst v naem algoritmu izvajamo do istega N.

3.3. Bernsteinova aplikacija Loxtonovega izreka

Zadnji pristop temelji na Bernsteinovi trditvi, da poljuben kratek interval [L,U] ne more
vsebovati mnogo popolnih potenc. Problem je $e vedno ta, da moramo za dana naravna Stevila
a,b,c,i,j,k v polinomskem &asu odloéiti, &e je a'd’ < ¢* . Preformulirajmo na$ problem v
slededega : I=max(i,j), d=ab, e = a"'b’™ | ed' < ¢, kjer v e-ju nastopa neka potenca a-ja ali b-
ja. Ker je ta odlocitev teZka samo v primeru, ko imamo opraviti z velikimi $tevili, si
pomagamo Se s tem, da obe strani neenacbe okrajSamo, kolikor se to le da. To napravimo
tako, da obe strani neena¢be delimo z ged(d,c)' .

Se vedno imamo opraviti z neena¢bo (sicer okrajiano - beri enostavnej$o od prvotne), oblike
ed' < c*. Sedaj se znebimo $e e-ja, kar napravimo podobno kot prej pri poenostavljanju, t.j.,
delimo desno stran z ged(e,c¢), dokler si nista $tevili tuji. Nato e delimo z d, /-ju priStejemo 1
in postopek ponavljamo, dokler e-ja ne odpravimo (e=1). Ce pri deljenju dobimo ostanek, ga
odstejemo pomnoZenega z d' od desne strani. Na ta nadin smo se dokopali do neke enadbe
oblike d* < m. Uporabimo PPC algoritem nad m in ¢e ta uspe dobimo neenacbo oblike

d* < f7. Ce ne uspe smo paé prisiljeni ali izradunati d* (vendar le dokler ne preseZemo m-ja)
ali pa poiskati neko popolno potenco, ki bi bila najbliZja m-ju; v nasprotnem prime}u je
odlo¢itev lahko takoj$nja, e sta le d in x ali oba manjsa ali pa oba vegja od fin y. Ce tudi to
ne drZi se odlo¢imo za : izracun diskretnega logaritma d in fter nato mnozenja (z x oz. y) in



primerjanja izratunanih rezultatov (Pozor! ne zanima nas spodnja meja logaritemske forme,
temve? njen predznak). Kot vidimo si z Bernsteinovo aplikacijo Loxtonovega izreka lahko
pomagamo le posredno.

L]

Zapisimo sedaj odlogitveni algoritem za dana $tevila a,b,¢,i,/,k $e po korakih :

1.
2.

3.

bl

Izrac¢unaj I=max(i,j), d=ab, € = a'p"!

Okrajsaj ed' in c* kolikor je to mogoce ( deli ed' in ¢z ged(d,c)')

Odpravimo e (deli e in c* z ged(e,c), dokler si Stevili ne postaneta tuji; poizkusimo Se z
deljenjem e-ja z d’ in povecevanjem potence I, delimo c* s preostalim e-jem)

V prejinjih dveh korakih pridobljeni §tevili oznacimo z d* inm

Uporabi algoritem PPC nad m; dobimo (1,y)

Izracun sgn(d”, f*) z neposrednim primerjanjem oz. izracunom diskretnega logaritma

(npr. z uporabo Shankovega algoritem, Pohlig-Hellmanovega alg. ali pa metode Index
Calculus)

Bistvo algoritma je torej v poenostaviti logaritemske forme iz treh na dva ¢lena in seveda v
uporabi Loxtonovega izreka (v 5.koraku). Skupna asovna zahtevnost odlocitvenega
algoritma je sestavljena iz &asovne zahtevnosti Evklidovega algoritma(O((logzn)z)), PPC’
algoritma (O(logyn)) in npr. Pohlig-Hellmanovega alg. (O(logyn)) in je torej polinomska v log

A,

kjer je teZa problema n=max{a,b,c}.

Za zakljuéek lahko zapiSem, da od vseh treh pristopov k re$evanju problema, uspemo le z
zadnjima dvema. Od teh dveh je Casovna zahtevnost prvega (Taylor) polinomska, drugega
(Bernstein, Loxton) pa polinomska v logaritmu, zato sam dajem prednost slednjemu.
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