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10.1 UVODKo sli�simo oz. preberemo besedo naklju�no, ve�ina ljudi pomisli na igralniein prvi generatorji psevdo naklju�nih �stevil (GPN�S) so nastali prav vigralni�ske namene. Vendar so GPN�S uporabni tudi drugje:� simulaije naravnih pojavov,� numeri�na analiza ( npr. ra�unanje dolo�enih integralov po metodiMonte Carlo),� kriptogra�ja,� testiranje ra�unalni�skih programov,� ra�unalni�ske igre.Sedaj vemo, kje se uporabljajo GPN�S, ne vemo pa, kaj sploh so. To so gen-eratorji, ki nam generirajo zaporedje �stevil X1; X2; :::; Xn; :::, za katera velja,da iz X1; X2; :::; Xn�1 ne moremo, oziroma zelo te�zko dolo�imo �stevilo Xn.Psevdo pa re�emo, ker zaporedje dobimo po neki formuli, ki pa jo zelo te�zkouganemo iz zaporedja samega.Z razvojem ra�unalni�stva, se je za�elo pojavljati veliko GPN�S, vendar pre-vladujejo izpeljanke iz "Linear Congruental" metode.Za vsak GPN�S ne moremo re�i, da vrne zadovoljive rezultate. Najbolj pogostislabosti sta:� ikli�nost (zaporedje se za�ne ponavljati),� konvergena zaporedja.Vse nove generatorje moramo zato dobro stestirati. Obstaja veliko razli�nihtestov za katerimi pa je veliko matemati�ne teorije in si bomo zato ogledalisamo uporabo.



20.2 GENERATORJI PSEVDONAKLJU�CNIH�STEVILKo se je za�elo ra�unalni�stvo razvijati, se je pojavilo tudi veliko GPN�S, sajso ra�unalniki omogo�ili hitro ra�unanje velikih kvadratov, ki jih potrebuje"Midle Squere" metoda, do mno�zenja in se�stevanja v kon�nih kolobarjih, kiga potrebuje "Linear Congruental" metoda."Middle Squere" metodaTo metodo je John von Neumann prvi� predstavil leta 1946. Vzamemo npr.10 mestno �stevilo ga kvadriramo in za naslednji �len zaporedja vzamemosrednjih 10 �stevk. Kakor je metoda preprosta, je tudi slaba, saj za ve�inoza�etnih vrednosti zaporedje konvergira k neki vrednosti.Primer: Izra�un naslednjega �lena zaporedjaXn = 8527419631X2n = 72716885563164176161Xn+1 = 8855631641"Super Random" metodaTa metoda je sestavljena iz 13 korakov, ki pa se uporabijo na vsakem korakusamo nekateri. Kateri koraki se v dolo�enem trenutku uporabijo, dolo�i nekidrugi GPN�S. Ta metoda je tipi�ni primer, da GPN�S, ki uporabljajo drugeGPN�S niso priporo�ljivi za uporabo."Linear Congruential" metodaTo metodo si bomo ogledali malo bolj podrobno, ker je ena najve�kratuporabljenih. Obstaja pa tudi veliko modi�kaij, ki so bolj�se in tudi slab�se.�Clen zaporedja Xn+1 izra�unamo po formuli:Xn+1 = (a �Xn + )modmpri �emer moramo v naprej izbrati �arobne vrednosti:� X0 za�etna vrednost,



3� a multiplikator,�  zamik,� m modul.�Carobne vrednosti moramo zelo pazljivo izbrati, ker je od njih zelo odvisnakvaliteta GPN�S.1. ModulModul mora biti �im ve�ji, saj je perioda zaporedja (t.j. kdaj se �lenizaporedja za�nejo ponavljati) vedno manj�sa od modula. Ker pa vred-nosti ra�unamo z ra�unalnikom, mora biti izbran tudi tako, da se znjim hitro ra�una. Zato je ponavadi oblike m = 2n � 1, kjer ima mmalo deliteljev, ali pa m = najve�je manj�se pra�stevilo od 2n � 1. nje pri tem dol�zina besede (8; 16; 32; 64; : : :)2e � 1 e 2e + 13 �5 � 17� 8 2573�5 � 17 � 257 16 655373 �5 � 17 � 257 � 65537 32 614 � 67004173 �5 � 17 � 257 � 641 � 65537 � 6700417 64 274177 � 672804213107212. MultiplikatorTudi tukaj nam je glavno merilo dol�zina periode, vendar moramo zelopaziti tudi na to, da je zaporedje sploh naklju�no. Multiplikator silahko izberemo tako, da bomo imeli periodo dol�zine m, se pravi naj-dalj�so mo�zno, zaporedje pa ne bo naklju�no.(npr.: Izberemo si lahkomultiplikator=zamik=1, vendar je potem tako zaporedje Xn+1 = (Xn+1)modm ni naklju�no.)�Ce lahko dose�zemo dol�zino periode m, potem si lahko izberemo za�etni�len zaporedja X0 poljubno, ker pridejo na vrsto vsa �stevila med 0 inm� 1 v vsaki periodi.



4Izpeljanke "Linear Congruental" metodeRazlika od "Linear Congruental"metode je v rekurzuvni formuli.1. Xn+1 = ((a � Xn)mod (m+ 1) + )modm2. Xn+1 = (d � X2n + a � Xn + )modm3. Xn+1 = (Xn +Xn�1)modm�Ceprav zgledajo formule bolj kompliirane, pa se vse izpeljanke ne izka�zejovedno bolje od osnovne "Linear Congruental"metode.



50.3 Statisti�ni testiV prej�snjem poglavju smo rekli, da kak�sen GPN�S ni dober, oziroma da sonekateri bolj�si od drugih. Sedaj si bomo pa ogledali nekaj testov, ki nam totudi poka�zejo. Ve�ina testov temelji na dve osnovnih:1. �2-test,2. Kolmogorov-Smirnov test,zato si bomo ta dva malo bolj natan�no ogledali, ostale pa samo na�steli.�2-test�2-test si je najla�zje ogledati na primeru. Metali bomo dve koki, kot rezultatpa gledamo vsoto ifer. Najprej pa �se oznaki:� Ys kolikokrat smo vrgli vsoto s (�stevilo zadetkov)� ps verjetnost, da bomo vrgli vsoto s�Ce koki vr�zemo n = 144 krat, lahko dobimo naslednji rezultat:vsota s = 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12Ys = 2 4 10 12 22 29 21 15 14 9 6n � ps = 4 8 12 16 20 24 20 16 12 8 4Na podlagi takega poizkusa izra�unamo vrednost:V = (Y2 � n � p2)2n � p2 + (Y3 � n � p3)2n � p3 + � � �+ (Y12 � n � p12)2n � p12in ji re�emo �2-statistika opazovanih vrednosti Y2; � � � ; Y12. Za na�s primerje V = 7 748 . Iz poizkusa tudi vidimo, da si lahko poljubno izberemo �stevilometov za 10 razli�nih vsot, �stevilo metov 11-te vsote pa je dolo�eno s �stevilomvseh metov. Pravimo, da je stopnja svobode 10.Stopnja svobode � pove, za koliko rezultatov si lahko poljubno izberemo�stevilo zadetkov in so potem vsi dolo�eni (oz. maksimalno �stevilo neodvisnihslu�ajnih spremenljivk). Stopnja svobode je edini parameter za izra�un �2-porazdelitve. Nam je ni potrebno ra�unati, ker �ze obstajajo tabele, ki jih



6najdemo v razli�nih knjigah1 in na internetu.p = 99% p = 95% p = 75% p = 50% p = 25% p = 5% p = 1%� = 10 2:558 3:940 6:737 9:342 12:55 18:31 23:21Iz tabele preberemo, kak�sna je verjetnost, da bo vrednost V ve�ja od neke,ki jo preberemo v vrstii s stopnjo svobode. Najbolje je, da pri poizku�sanjudobimo vrednosti V �im bli�zje tisti pri 50%.Sedaj si oglejmo test za 4 razli�ne GPN�S po metodi "Linear Congruential":� A: X0 = 0; a = 3141592653;  = 2718281829; m = 235� B: X0 = 0; a = 27 + 1;  = 1; m = 235� C: X0 = 47594118; a = 23;  = 0; m = 108 + 1� D: X0 = 314159265; a = 218 + 1;  = 1; m = 235A B C DÆ � �Æ ? ? �? Æ Æ � � �Æ � Æ � � ?� � �znak Verjetnost za V sprejemljivost� 0� 1% in 99� 100% slabo? 1� 5% in 95� 99% sumljivoÆ 5� 10% in 90� 95% skoraj sumljivoVse ostale vrednosti so sprejemljive.Ve� ima tabela obarvanih polj, slab�si je generator. V tem testu je generatorD �se posebej slab. Vidimo, da je res pomembno kako si izberemo �arobnevrednosti.
1[1℄ Chapter3 - Random Numbers, str. 39,1965



7Kalmogorov-Smirnov test�2 test je bil dober, �e smo kot rezultat GPN�S dobivali kon�ne naravnevrednosti, da smo lahko izra�unali V . Kolmogorov-Smirnov test pa je nare-jen za GPN�S, ki vra�ajo vrednosti med 0 in 1.Najprej de�niramo porazdelitveno funkijo:F (x) = verjetnost; da jeX � xpri �emer je X �stevilo, ki ga vrne GPN�S. Porazdelitvene funkije za razli�neprimere �ze najdemo dolo�ene v nekaterih statisti�nih knjigah in na internetu.Na podlagi poizkusov dolo�imo poizkusno porazdelitveno funkijo:Fn = �steviloX1; : : : ; Xn � xnpri �emer je n �stevilo metov v poizkusu.Poizkusna porazdelitvena funkija se mora �im bolje ujemati z porazdelitvenofunkijo. Zato pri Kolmogorov-Smirnov testu gledamo funkiji:K+n = pn max�1<x<+1 (Fn(x)� F (x))K�n = pn max�1<x<+1 (F (x)� Fn(x))V knjigah2 najdemo tabele zvrednostmi porazdelitev za K+n in K�np = 99% p = 95% p = 75% p = 50% p = 25% p = 5% p = 1%n = 1 0:01000 0:05000 0:2500 0:5000 0:7500 0:9500 0:9900n = 2 0:01400 0:06749 0:2929 0:5176 0:7071 1:0980 1:2728n = 3 0:01699 0:07919 0:3112 0:5147 0:7539 1:1017 1:3589... ... ... ... ... ... ... ...Podobno kot pr �2 testu gledamo, koliko �asa sta K+n in K�n ve�ja od vred-nosti v tabeli. Sedaj ni ve� parameter stopnja svobode, ampak �stevilo metovv vsakem poizkusu. Naredimo lahko enake tabele kot prej:2[1℄ Chapter3 - Random Numbers,str. 44,1965



8Rang vrednosti K+n :A B C D� ? ?Æ Æ ? � �Æ ? ? ? � �� ? ÆÆ �Rang vrednosti K�n :A B C DÆ ÆÆ ??? � � ?Æ Æ ? � � �znak Verjetnost za K+n in K�n sprejemljivost� 0� 1% in 99� 100% slabo? 1� 5% in 95� 99% sumljivoÆ 5� 10% in 90� 95% skoraj sumljivoTa test3 je narejen za �stiri GPN�S po metodi "Linear Congruental"iz delao �2-testu.

3[1℄ Chapter3 - Random Numbers,str. 48,1965



9Poizkusni testiOgledali si bomo kako naredimo nekaj testov, ki nekaj povedo o naklju�nosti�lenov zaporedja. Uporabljali bomo naslednji naklju�ni zaporedji:hUni = U0; U1; U2; : : :je zaporedje naklju�nih �stevil z vrednostmi med 0 in 1.hYni = Y0; Y1; Y2; : : :zaporedje dobimo iz hUni po pravilu Yn = bdUn. d si moramo sevedaprimerno izbrati. (Na binarnem ra�unalniku npr. 64 ali 128.) Vrednstizaporedja hYni le�zijo med 0 in d.� Frekven�ni testS tem testom preverimo, �e so �leni naklju�nega zaporedja enakomernoporazdeljeni med najmanj�so in najvi�sjo mo�zno vrednostjo. Ta testlahko naredimo na dva na�ina. Lahko naredimo Kolmogorov-Smirnovtest na zaporedju hUni in pri tem vzamemo za porazdelitveno funkijoF (x) = x za 0 � x � 1 ali pa �2 test na zaporedju hYni. Za vsako�stevilo r; 0 � r < d �stejemo kolikokrat je Yj = r za 0 � j < n. Mo�znihrezultatov je d, verjetnost za vsako vrednost pa je 1d .� Serijski testPri serijskem testu �stejemo kolikokrat so pari (Y2j; Y2j+1) = (q; r) 0 �j < n ; 0 � q; r < d. Naredimo �2-test pri �emer je vseh mo�znih parov(q; r) d2, za vsakega pa vzamemo verjetnost 1d2 . Namesto parov lahkovzamemo tudi trojke, �etverke, itd..� Gap testS tem testom gledamo razlike med dvema �lenoma zaporedja. Najbosta �, � dve realni �stevili 0 � � < � � 1. Opazujemo dol�zinopodzaporedja Uj; : : : ; Uj+r pri katerem le�zi Uj+k med � in � ostali U -jipa ne. Re�emo, da ima gap dol�zino r. Test naredimo na zaporedjuhUni. Izberemo si primeren t in �stejemo podzaporedja z gapi dol�zine0; 1; 2; : : : ; t � 1 in podzaporedja z dol�zino gapa � t. To naredimo zan podzaporedij. �Stevilo podzaporedij, ki pripadajo posamezni dol�zinigapa, zapi�semo v zaporedje C0; : : : ; Ct�1; Ct. Sedaj na hCni naredimo



10�2-test z t + 1 mo�znimi rezultati in verjetnostmi p0 = p, p1 = p(1 �p),: : :,pt�1 = p(1 � p)t�1,pt = (1 � p)t, pri �emer je p = � � �. Toje verjetnost, da � � Uj � �. Gap test pogosto naredimo za � = 0,� = 1.� Poker testZa poker test iz naklju�nega zaporedja naredimo peterke ( skupine popet stevil), ki jih porazdelimo v skupine:vse razli�ne abde full house aaabben par aabd �stiri enake aaaabdva para aabb pet enakih aaaaatri enake aaabSedaj naredimo �2 test na podlagi �stevila peterk v vsaki skupini.� Permutaijski testIz zaporedja hUni naredimo n skupin po t elementov.(Ujt; Ujt+1; : : : ; Ujt+t�1) 0 � j < nElemente v vsaki skupini lahko uredimo na t! na�inov. Pre�stejemokoliko skupin pripada kak�sni od ureditev in naredimo �2 test s �stevilommo�znih rezultatov k = t! in verjetnostjo vsakega 1t! .� Testi podzaporedijV�asih kak�sen algoritem uporablja ve� naklju�nih �stevil naenkrat. Re-imo X; Y; Z in jih jemlje iz nekega naklju�nega zaporedja v trojiah.V tem primeru moramo vedeti, da je podzaporedje, ki vsebuje vsaktretji element tudi naklju�no. Zato je dobro, da vse teste, ki smo jih �zeopisali, naredimo tudi na nekaterih podzaporedjih. Ponavadi je opaziti,da so podzaporedja manj naklju�na kot ela zaporedja.



110.4 Teoreti�ni testi�Ceprav lahko vsak GPN�S testiramo s testi, ki smo jih spoznali, je bolje, �eimamo o vsakem tudi kak�sne teoreti�ne rezultate, ki nam povedo nekaj onaklju�nem zaporedju, ki ga dobimo z njim. Teoreti�ni rezultati nam ve�povedo o samem delovanju GPN�S, res pa je, da moramo za vsakega razvitisvojo teorijo, ki velja zanj. V knjigi4 si lahko ogledate nekaj teorije o linearongruential metodi.0.5 Spektralni testTa test sta razvil R.R. Coveyou in R.D. MaPerson leta 1965. Pomembenje predvsem zato, ker je ozna�il za slabe vse GPN�S po linear ongruentialmetodi, ki so znani do sedaj in zanje iz drugih testov vemo, da so slabi. Zatoje to eno najmo�nej�sih testov. Zdru�zuje lastnosti tako prakti�nih kot tuditeoreti�nih testov. Podobnost s teoreti�nim testom je v tem, da testiramozaporedje na elotni periodi, s prakti�nimi pa ga ve�ze ra�unalni�ski program, kinam vrne rezultate. V knjigi5 si lahko ogledate nekaj teorije in sam algoritemza izvedbo spektralnega testa.0.6 Literatura[1℄ D:E:Knuth : The Art of Computer Programming vol:2[2℄ http : ==valley:interat:nl=av=om=orion=rng=home:html#what[3℄ http : ==www:npa:syr:edu=projets=random=index:html[4℄ http : ==www:fourmilab:h=random=[5℄ http : ==random:mat:sbg:a:at=test=[6℄ http : ==webnz:om=robert=truerng:html[7℄ http : ==www:merrymeet:om=jon=usingrandom:html
4[1℄ Chapter3 - Random Numbers,str. 69-79,19655[1℄ Chapter3 - Random Numbers,str. 82-97,1965


